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Vorwort. 



Hieniit übergebe ich dem mathematischen Publikmu das bereits 
im Vorwort zu meiner „ebenen Polygonometrie" angefahrte Hand- 

kbuch der ebenen und sphärischen Trigonometrie, das mit jener einen 
vollständigen Kursus dieser Zweige der mathematischen Wissen- 
j^ Schäften abzuschliässen bestimmt ist. Allerdings sind beide Schrif- 
ten auch dazu bestimmt , meinen Vorträgen an der hiesigen poly- 
<^ technischen Schule zu Grunde gelegt zu werden; sie haben aber noch 
I den weitem Zweck , dem weitere Belehrung und Uebung suchenden 
H Anfanger und auch schon etwas Vorgeschrittenen Stoff dazu darzu- 
'^ bieten. Ich habe aus diesem Grunde , zumal in dem vorliegenden 
Buche, den Gegenstand möglichst erschöpfend behandelt, eine 
Menge Anwendungen gemacht und fast überall ausgerechnete Zahlen- 
beispiele beigefügt, so wie andere solcher Beispiele zur Uebung vor- 
gelegt. Ich glaube daher, dass ein angehender Mathematiker, der 
das vorliegende Handbuch gehörig durcharbeitet, nothwendig sowohl 
in der trigonometrischen ßechnungsweise , als auch im Ansetzen 
und Auflösen von Aufgaben grosse Fertigkeit erlangen wird, lieber 
den Inhalt wird die ausführliche Inhaltsübersicht Auskunft ertheilen, 
wozu ich nur noch bemerke , dass die mit einem Sternchen bezeich- 
neten §.§. bei einem erstmaligen Durchgehen, ohne wesentliche 
Beeinträchtigung des Studiums , auch übergangen werden können^ 
so wie unter den Aufgaben eine beliebige Auswahl getroflfen wer- 
den kann. 

Es war früher und ist jetzt noch häufig Sitte, die trigonometri- 
schen Funktionen, nicht wie es hier geschehen als abstrakte Zahlen 
aufzufassen, sondern man stellte sie als Linien dar und nannte sie 
desshalb auch trigonometrische Linien. Ich habe diess in der An- 
merkung zu §. 5 angedeutet. Würde man dort den Halmesser r 
willkürlich lassen , so wäre — nach der alten Erklärung — BE der 
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sinus von BCA, für den Halbmesser r, gewesen. Eine derartige 
Erklärung aber verwickelt ganz unnöthigerweise in Weitläufigkeiten, 
die in der einfachsten Weise von der Welt vermieden werden, wenn 
man die im Buche gebrauchte und angewandte Definition, die auch 
in den meisten neuern Schriften vorkömmt, annimmt. Freilich wird, 
selbst in den neuesten Werken, eine Vennischung beider Erklärungs- 
weisen angewandt, die nur zur Verwirrung fähren kann ; ich habe 
die einmal gewählte Erklärung entschieden beibehalten, und der 
Leser wird wohl nie in Versuchung kommen , sich etwas Anderes 
unter sinA, u. s. w., denken zu müssen, als anfänglich gesagt wurde. 
— Dass ich mich aber ganz entschieden für diese Art der Definition 
iler trigonometrischen Funktionen ausgesprochen, hat einen doppel- 
ten Grund. Zunächst nämlich wird durch die Betrachtung derselben 
als Linien dieHomogeneität der algebraischen Ausdrücke gestört. 
Wenn (Fig. 1) BC=ACsinA, so kann, da BC, AC Linien sind, 
sin A nur eine abstrakte Zahl seyn, da sonst nicht beide Seiten von 
gleicher Dimension wären. Freilich wird man in diesem Falle ent- 
gegnen, dass sin A eigentlich durch 1 dividirt sey, so dass man 
habe 1 .BC = AC . sinA. Aber wozu dieser Umweg? — Zweitens 
verlangt die ganze Analysis ganz entschieden, dass die trigono- 
metrischen Funktionen abstrakte Zahlen seyen. Wenn man aber 
nun von vom herein angefangen hat, sie als Linien zu betrachten, 
so kömmt dadurch Verwirrung in die Begriffe, während nach unserer * 
Erklärung es ganz klar ist, dass jede zwischen — 1 und -|" 1 lie- 
gende Zahl durch sin A dargestellt werden kann u. s. w. (§. 13)« 
Ohnehin würde es in den Anwendungen, z.B. auf Mechanik, ^anz 
sonderbar klingen, wenn man trigonometrische „Linien" einführt. 
Wenn es dort etwa heisst, der Reibungskoeffizient ist gleich der 
Tangente des Reibungswinkels, so hätte die alte Betrachtungsweise 
ganz umständliche Erklärungen und Verdeutlichungen nöthig, um 
in ihrem Sinne diess klar zu machen , während nach unserer Weise 
die Sache höchst einfach ist. — Wenn man meint, die trigonometri- 
schen Funktionen mit der Kreislehre in Verbindung bringen zu 
müssen, so ist diess sicherlich eine Täuschung, und :wenn auch die 
Analysis diess scheinbar thut, so rührt es nur daher, dass sie die 
Winkel durch die Längen von Kreisbögen misst, die m^t mit einem 
HalbmSsser = 1 zwischen ihren Seiten beschreibt. 
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Die Untersuchung über die Vorzeichen der trigonometrischen 
Fanktionen für die verschiedenen Winkel , wie sie in §. 9 gegeben 
wurde, ist natürlich von grösster Wichtigkeit für die ganze Theorie, 
da erst diese Untersuchung das Wesen der hier zu behandelnden 
Funktionen näher erforscht. So wie sie im Buche gefuhrt ist, er- 
schien sie mir als die sich am unmittelbarsten darbietende , und sie 
ist wohl auch überzeugend genug, besonders wenn man beachtet, 
dass in allem Folgenden die hier gefundenen Resultate als noth- 
wendig erscheinen. Man hat allerdings auch andere Wege einge- 
schlagen, um dasselbe Ziel zu erreichen, von denen ich nur zwei 
berühren will. Der eine stützt sich auf die Grundanschauungen der 
analytischen Geometrie, und ifh habe ihn in der Anmerkung zu §. 5 
meiner „ebenen Polygonometrie" angedeutet. Er ist unzweifelhaft 
sehr anschaulich und wird die hier eintretenden Verhältnisse sehr 
klar machen , nur schien er mir nicht hieher zu gehören , ohne dass 
ich desshalb meine, er dürfe nicht betreten -werden. Der zweite ist 
der, dass man die Formeln der ebenen Trigonometrie (§. 22) ent- 
wickelt, und zeigt, dass wenn sie alle Fälle umfassen sollen, der 
Cosinus eines zwischen 90" und 180" liegenden Winkels nothwendig 
negativ seyn müsse. Dieser zweite Weg ist aber schon desshalb 
nicht anzurathen, weil er nicht über 180" hinausfuhrt. 

Ein wissenschaftlich-analytischer Weg wäre, wenn man die 
Gleichung v -^^^ 

sin (a -|- b) == sin a cos b -f- cos a sin b, (1) 
die für a-{-b < 90" in §.8 bewiesen ist, geradezu als allgemein 
gültig voraussetzen würde, und annähme, dass 

sin 0" = 0, sin (90" — a) = cos a (2) 
ist, von welchen Gleichungen die letztere zur Erklärung der Grösse 
cos a dienen kann, und die man ebenfalls als für alle a gültig voraus- 
setzen wird. 

Zunächst folgt nun aus (2) für a = 90": 

cos90" = sinO" = 0; (3) 
ferner aus (1) für a = 0" nach (2): 

sinb = sinO"cosb + cosO"sinb = cosO"sinb, 
woraus, da nicht sin b = 0, folgt: 

cos 0" 1= 1, sin 90" = cos 0" = 1. (4) 
Für a = 90" folgt nun aus (l)j 
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sin (90' 4- b) = sin 90* cos b + cos 90' sin b = cos b (5) 
und wenn man hier — b für b setzt: 

cos (— b) = sin (90** —b) = cosb. (6) 
Setzt man in (1) b = — a, so ist unter Beachtung von (6) und (2): 

= sin a cos a + cos a sin ( — a), sin ( — a) = — sin a. (7) 
Setzt man ferner in (1) 90" — a für a, — b für b, und beachtet (2), 
(6), so hat man: 
sin (90 •— a — b) = sin (90 "— a) cos (— b) + cgs (90 «— a) sin(— b), 

cos (a -f- b) = cos a cos b — sin a sin b. (8) 
Setzt man hier b = — a und beachtet (4), (6), (7), so ist 

l = cos*a-j-sin*a. (9) 
Für a = 90® folgt aus (1) und (8), u^t Beachtung von (3), (4): 

sin (90*» + b) = cos b, cos (90*» -f b) = — sin b, (10) 
woraus färb = 90*»: 

sinl80*» = 0, cosl80*»= — 1. (11) • 
Setzt man in (1) und (8) wieder a= 180*»: 

sin(180*»+b) = — sinb, cos(180*»-f b) =— cosb, 
woraus 

sin 270*» = — 1, cos270^=0. 
Dann aus (1) und (8): 

sin (270*»+b) =— cosb, cos(270*»+b)==sinb, 
sin360*» = O, cos 360*» =1. ^ 
Setzt man in (l)^^Ji4i^) — ^ ^ör b, so folgt nach (6) und (7): 
sin (a — b) = sin a cosb — cos a sin b, (12) 
cos (a — b) == cos a cos b -|- sin a sin b, 
woraus 

cos(90*»— b) = sinb, 

sin (180*» — b) = sin b, cos (180*» — b) = — cos b, 
sin (270*^ — b) = — cos b, cos f 270*» — b) = t- sin b, 
sin (360*» — b) = — sin b, cos (360*» — b) = cos b. 
Allgemein dann aus (1), (8): 

sin (360 *» + b) = sin b, cos (360*» + b) = cos b, 
Dass damit die ganze Theorie der trigonometrischen Funktionen 
gegeben ist, versteht sich von selbst. Doch ist dieser Gang für 
den Anfanger nicht geeignet. 

Wenn in §. 11 schliesslich gefunden wird, dass die Formeln des 
§.8 ganz allgemein gelten, vorausgesetzt, dass mau für die 
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vorlcommeiiden trigonometrischen Funktionen ihre Vor- 
zeichen gemäss §. 9 wählt, so< liegt hierin eine thatsächliche 
Bestätigung der Richtigkeit dieser Vorzeichen. 

In §.13 könnte man allerdings den Einwand erheben, dass der 
Satz des §. 9, auf den verwiesen wird, nur für positive Winkel gelte« 
Diess ist auch richtig; aber eben so richtig ist, dass überhaupt ein 
Zuzählen von 360** zu irgend einem (positiven oder negativen) 
Winkel an den trigonometrischen Funktionen Nichts ändert, so dass 
also die angewandte Schlussweise als gerechtfertigt erscheint. — 
Wenn wir überhaupt nur vier trigonometrische Funktionen aufge- 
nommen haben, so rührt diess daher, däss dieselben genügen und 
die Tafeln d0ren auch nicht mehr enthalten. 

Der in §. 15 S. 38 angeführte Satz aus der Theorie der Loga- 
rithmen findet seine strenge Begründung wohl erst in der Differen- 
tialrechnung. Man weist dort nach, dass immer 

logd +i) =loge [x-^^j^^]. 

WO e = 2'7182818, und a zwischen und 1 ist. Ist nun x klein 
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genug, dass man ^-py-j- — r-|, was jedenfalls kleiner als §x' ist, 

vernachlässigen kann, so ist (nahezu): 

log (l+x)=x löge, 

also wenn manx = — , undr-f-m = p, also l-|--r- = ~ setzt: 



log(l + 7)=7loge, 



logp — logr=^ — rloge; 

eben so 

log q — log r = 2 log e, 

wenn man voraussetzt, dass man |( *- J ,^( j vernach- 
lässigen könne. Daraus folgt: 

logp — logr:logq — logr = p — r:q — r. 

Da, wie gesagt, , -^ selbst klein seyn müssen, damit 
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dieser Satz gelte, so wird z.B. die für Iogsin(A~|"n'0 gegebene 
Formel nicht mehr gelten , wenn sin A selbst klein wäre. Daher 
rührt dann die Erörterung des §. 29. 

Die sonst wohl gebräuchliche Ableitung der unendlichen Keihen 
für sinA und cos A habe ich nicht gegeben, da sie ganz offenbar in 
die Analysis gehört. An deren Stelle ist §.16 getreten. 

Die in §.22 gegebenen Gleichungen sind alsHauptgleichungen 
bezeichnet, womit jedoch nicht gesagt seyn soll, dass man geradezu 
von ihnen ausgehen müsse. In der Note zu §. 45 wird ohnehin ge- 
zeigt, dass man auch von andern Grundgleichungen ausgehen könne. 
Dieselben müssen aber immer der Anzahl nach drei seyn. 

Es mag bei dieser Gelegenheit gestattet seyn, auf §.8 meiner 
„ebenen Polygonometrie^ zurückzukommen. Ich habe dort zuerst 
die Gleichungen (I) gefunden als Ausdruck dafür, dass der 
(n-j-I)^ Punkt mit dem ersten zusammenfallt. Diese genügen 
vollständig. Denn sie sind ein allgemeines Schema für ein gan- 
zes System von Gleichungen, das in §. 30 näher betrachtet ist. 
Dort aber wird gezeigt, dass diese sämmtlichen Gleichungen aus 
den Gleichungen (I) und (U'O des §. 8 folgen, so dass dies^ drei 
Gleichungen die einzigen nothwendigen Grundgleichun- 
gen der ebenen Polygonometrie sind. 

Die im vierten Abschnitt aufgelösten trigonometrischen Glei- 
chungen, namentlich wie sie §. 33 aufstellt, werden sehr zweck- 
mässig auch als Beispiele für die Auflösung transzendenter Glei- 
chungen überhaupt verwendet werden können, und ich habe sie 
vorzugsweise von diesem Standpunkte aus behandelt, und daher 
jeweils die doppelte Auflösungsweise gegeben, während Euler, dem 
die Beispiele entlehnt sind, nur eine gibt. 

Die Aufgaben des fünften Abschnitts bedürfen wohl einer wei- 
tern Erläuterung nicht; sie haben vorzugsweise den Zweck, in der 
Anwendung der Grundformeln üebung zu erreichen , während die 
des sechsten Abschnitts auch von praktischer Wichtigkeit seyn 
sollen. Ich habe dort wohl die meisten Aufgaben gelöst, die in der 
Praxis von Wichtigkeit sind, und die Auflösung so gegeben, dass 
sie leicht angewendet werden können. In dieser Zusammenstellung 
glaube ich werden solche Aufgaben nicht häufig gelöst seyn. 

In §. 38 habe ich allerdings • von „kürzesten Linien" auf der 
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Meeresfiäclie gesprochen, nnd angegeben, man könne sie als Kreise 
vom dortigen Halbmesser r betrachten. Diess geschah jedoch nur, 
um nicht gar zu viele Erklärungen einschieben zu müssen, da wohl 
von kürzesten Linien leicht ein BegrifiF zu geben ist. In Wahrheit 
ist der dortige Halbihesser r der Krümmungshalbmesser eines Nor- 
malschnitts des Erdellipsoids , der mit dem Erdmeridian den 
Winkel a macht. 

Die Formel für die Depression des'Meereshorizon^s, wie 
sie in §. 41 S. 152 angegeben worden, wird meist falsch abgeleitet 
und auch so gefunden; die im Buche angegebene Ableitung dürfte 
wohl keinem Einwand ausgesetzt seyn. Eine Anwendung derselben 
habe ich nicht gemacht, um nicht zu vielerlei Fremdes beibringen 
zu müssen; man benützt sie bekanntlich bei Höhenbeobachtungen 
der Gestirne auf dem Meere mittelst des Spiegelsextanten. 

Der neunte Abschnitt — über den Einfluss fehlerhafter Daten 
auf die durch Rechnung hieraus erhaltenen Grössen — erscheint 
hier zum ersten Male in einem Lehrbuche. Ich glaubte bei seiner 
Wichtigkeit nicht davon Umgang nehmen zu dürfen, da erst vermöge 
der hier geführten Untei'suchungea der Praktiker einen Maassstab 
erhält, nach dem er die Zuverlässigkeit seiner Resultate beurtheilen 
kann. Sind die Grundgedanken dabei auch nicht unbekannt ge- 
wesen, so habe ich doch' fast die ganze Ausfiahrung zum ersten 
Male zu bearbeiten gehabt, und ich glaube, die in §. 48 behandelten 
Fälle dürften zugleich als Uebung in der trigonometrischen Rech- 
nung zu empfehlen seyn. Es wird Denjenigen, die mit den Elemen- 
ten der Differentiali'echnung vertraijit sind, nicht entgehen, dass die 
in der Note auf S. 192 angegebene Regel ganz unmittelbar die für 
die Differentiation eines Produkts ist, wie denn überhaupt die Bil- 
dung der Grundformeln nach den Regeln der Differentialrechnung 
geschehen kann. Ich habe diess begreiflich nicht gethan, und glaube, 
dass das, was gesagt ist, auch so, wie es gesagt ist, verständlich 
seyn wird. 

Was endlich den zehnten Abschnitt — über Interpolation — 
anbelangt , so mag er als ein Anhäng angesehen Werden , der eben 
so gut hätte wegbleiben dürfen. Doch möchte et manchem Leset 
erwünscht seyn, und ich habe ihn desshälb eingeschaltet. 

In der sphärischen Trigonometrie habe ich vorzugsweise die 
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analytische Ableitaog vorwalten lassen, da ich sie für die einzig' 
wissenschaftliche erachte, indem nur sie g$.nz klar hervortreten iässt, 
wie aus den drei Grundformeln alles Uebrige folgt — und folgen 
mnss. Doch habe ich zuweilen auch der geometrischen Ableitung 
gedacht, ohne mich aber in das Labyrinth von Figuren einzulassen, 
das gar zu viele Lehrbücher der sphärischen Trigonometrie enthal- 
ten. Dass ich das rechtwinklige Dreieck impier als mit unter den 
allgemeinen Sätzen 'begriffen angesehen habe, verlangt schon der 
Standpunkt, auf dem der Leser jetzt steht; zum. Ueberfluss habe 
ich jedoch in §. 8 die dasselbe betreffenden Formeln zusammenge- 
stellt. Die sogenannten zweideutigen Fälle (§§. 13, 14) glaube 
ich erschöpfend behandelt zu haben, was — gelegentlich gesagt — 
in der Hegel nicht geschehen ist. 

Dass ich bei dem so wichtigen Legen dt e 'sehen Satze (§. 19) 
in den Entwicklungen weiter gegangen.bin, als diess gewöhnlich 
geschieht, geschah wegen des Resultates, das in der Formel (21) auf 
S. 265 ausgesprochen ist, das ohne diese Entwicklung natürlich 
nicht erhalten worden wäre. Demselben ist das auf S. 278 in For- 
mel (23) für die Berechnung eines .sphärischen Trapezes gefundene 
an die Seite zu stellen. 

Als Aufgaben habe ich» ausser einigen rein geometrischen, \or^ 
zugsweise solche aus der Astronomie und der Geodäsie gewählt. 
Wenn in §. 23 die Konstruktion einer Horizontalsonnenuhr mit 
grosser Ausführlichkeit behandelt wurde, so rührt diess daher, dass 
bei Gelegenheit dieser Aufgabe eiue Menge für das Folgende wich- 
tiger Begriffe erläutert werden konnten, abgesehen davon^ dass wohl 
die Aufgabe als solche nicht ohne Interesse ist. Dasselbe gilt wohl 
auch von den Aufgaben des §. 24. 

In §. 25 wurden die wichtigsten Methoden angegeben, nach 
denen auf astronomischem Wege die geographische Breite eines 
Ortes auf der Erdoberfläche bestimmt werden kann. Es bieten die 
hier behandelten Aufgaben zugleich reichlichen Stoff zur Uebung im 
Autlösen trigonometrischer Gleichungen, bei welchen üebungen zu- 
gleich derVortheil vorhanden ist, dass der Leser sieht, wo die zu 
lösenden Aufgaben ihre Anwendung finden. 

Als Anwendung auf die höhere Geodäsie habe ich die Berech- 
nung der Polar- und rechtwinkligen Koordination der Eckpunkte 



Vorwort. XI- 

eines Dreiecksnetzes gewählt, die erstere im Wesentlichen nach 
Bessel, die letztere nach Schleiermacher, jedoch mit Weg- 
lassung gewisser durch keine Theorie zu rechtfertigenden Künsteleien, 

Der siebente Abschnitt endlich ist der analoge zum neunten der 
ersten Abtheilung, und musste natürlich seinen Plat^ hier erhalten, 
wenn sein Vorgänger bereits vorhanden war. Die Anwendungen 
dürften nicht ohne Interesse seyn. Ich erinnere in dieser Beziehung 
nur an die Worte von Gauss (monatl. Korrespi 18. Theil S. 286): 
„Bei allen Methoden, die. man dem'pral5.tischen Astronomen zu sei- 
nem Gebrauche vorschlägt, ist es eine unerlässliche Pflicht, dass 
man den Einfluss der unvermeidlichen Beobächtungsfehler auf die 
Resultate würdige , damit man sich überzeugen kann , ob sie über- 
haupt , und unter welchen Umständen sie mit Sicherheit anwendbar 
sind. Der Vernachlässigung dieser Pflicht hat man die vielen un- 
reifen Einfalle zuzuschreiben , über deren Unwerth die praktischen 
Astronomen klagen." 

In Bezug auf die Literatur des hier behandelten Zweiges der 
Mathematik bin ich mit Zitaten sehr sparsam gewesen , da ich die- 
selben als nicht wesentlich zum Buche gehörig angesehen habe. 
Ohnehin mag es eine schwierige Sache seyn, für jeden Satz den 
Mann zu finden, der ihn zuerst aufgestellt hat, und ich habe mich 
damit nicht befassen können , ohne dass ich in Abrede stellen will, 
dass das Mithereinziehen des Historischen von grossem Interesse 
ist. Aber um in diesei* Beziehung nicht Falsches zu sagen , habe 
ich vorgezogen» meist ganz zu schweigen. 

Die am Schlüsse des Buches angegebejiea Druckfehler, die mir 
bei nochmaligem Durchgehen des Buches aufgefallen sind, bitte ich, 
mit der Schwierigkeit des mathematischen Druckes entschuldigen 
und vor dem Lesen verbessern zu wollen. 
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Anmerkung. Die mit * bezeichneten §§. können, ohne dem Verständniss Eintrag: zu 1 

thnn, auch zunächst ftberffah|feh werden. ' Eb'en 'so iLann unter den Aufj^aben (erste Abth. . 

sechster Abschnitt, zweite Abth. fSnfter Abschnitt) eine beliebige Auswahl fetroffen werden. 



Erste Abtheilung. 

Ebene Trigonometrie. 



Dienf er, ebene Trig'onometrie. 



Erster Abschnitt. 

Grundsätze der Ooniometrie. 

, §.1. 

Die Geometrie lehrt, dass ein ebenes Dreieck völlig bestimmt 
ist, d. h. unzweideutig gezeichnet werden kann, wenn von demselben 
gegeben sind: eine Seite und zwei Winkel, zwei Seiten und der von 
diesen gebildete Winkel, oder ^dlich die drei Seiten; sie lehrt 
femer, dass wenn zwei Seiten und ein der einen dieser Seiten ent- 
gegenstehender Winkel gegeben sind, das Dreieck wohl in manchen 
Fällen unzweifelhaft gezeichnet werden könne, dass man aber auch 
zuweilen mit denselben gegebenen Stücken zwei von einander ver- 
schiedene Dreiecke erhalten könne. In all den betrachteten Fällen 
nun muss es, eben weil das Dreieck verzeichnet werden kann, eine 
Methode geben, vermöge welcher man im Stande ist, aus den ihrem 
Maasse nach gegebenen nothwendigen Stücken des Dreiecks die, 
übrigen, gleichfalls ihrem Maasse nach, zu berechnen, ohne dabei 
irgend welche Figur zu zeichnen, oder nur vor sich zu haben. Die 
dazu dienlichen Lehreii tragen den Namen der ebenen Trigono- 
metrie. Man übersielit leicht, dass es dabei überhaupt auf das 
Verhalten der Winkel eines Dreiecks gegen die Seiten desselben 
ankommen wird, so dass dieses Verhalten den ersten Gegenstand 
der Untersuchung abzugeben hat. Nun lehrt schon die Geometrie, 
dass Dreiecke^ deren Seiten einander proportional sind, dieselben 
Winkel haben; es liegt somit in der Natur der Sache, dass das Ver- 
halten der Winkel gegen die Seiten nicht bedingt seyn kann durch 
die si^bsolute Länge der Seiten, sondern blbs abhängen kann 
von dem Verhältnisse der Seiten gegen einander, als wel- 
ches sich in ähnlichen Dreiecken nicht ändert. 

Betrachten Wir nun einen bestimmten Winkel, so ist er, seinem 
Maasse nach, durch Grade, Minuten, Sekunden u. s. f. gegeben. 
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während die Seiten, ihrem Maasse nach, durch Ruthen, Fuss a. s.w. 
gegeben werden. Beide Maasse haben aber keinerlei Beziehung zu 
einander, und es kann nicht das eine in das andere verhandelt wer- 
den. Es ist daher auch klar, dass man keinen Ausdruck der Winkel 
durch die Seiten m * dem Sinne suchen kann, dass man das Maass 
der einen aus dem andern findet; vielmehr wird man zunächst Be- 
ziehungen, feststellen müssen, die unabhängig sind von diesen Maassen. 
Irgend ein bestimmter Winkel, den wir kleiner als einen rechten 
annehmen, kann in einem beliebigen Dreiecke liegen ; das für unsere 
Betrachtung bequemste ist aber das rechtwinklige: wir werden das- 
selbe desshalb auch als Ausgangspunkt unserer Untersuchungen 
wählen. Da im schiefwinkligen Dreiecke schon Winkel vorkommen 
können, die grösser als ein rechter sind, so werden wir utasere Un- 
tersuchungen auch, über solche Winkel ausdehnea müssen, und es 
liegt in der Natur der Sache, dass wir sofort beliebig grosse Winkel 
zu betrachten haben. Dadurch wird die ganze Untersuchung losge- 
schält von der speziellem Trigonometrie, und trägt, als besonderer 
Zweig der Wissenschaft, den Namen Goniometrie', mit der wir 
ums nun zunächst beschäftigen wollen, indem wir sofort zum eigent- 
lichen Gegenstande unserer Behandlung übergehen, welch letztere 
di^ Sache wohl besser aufklären wird, als eine allgemeine Betrachtung^ 

Sey A ein Winkel in (^em rechtwink- ^^^' ^ 

ligen Dreiecke ABC, dessen Hypothenuse .-y 

AC und dessen Katheten AB und BC 
sind, so heisst man: , ^ . 

den Quotienten der dem Winkel A - ^-^ 
entgegenstehenden Kathete BC durch ^ B JS 

die Hypothenuse AC den Sinus des Winkels A und setzt desshalb: 

sinA = — ; (1) 

den Quotienten der. dem Winkel A anliegenden Kathete AB durch 
die Hypothenuse AC den Cosinus des Winkels A und schreibt 

^^^ AC* ^^ 
Die Grössen sin A und cos A sind somit ihren Werthen nacli 
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immer kleiner als.l, da die Kathete immer kleiner äls^te Hypo- 

thenuse ist. 

Fernjer pflegt man die Quotienten 

sinA , cosA 

GOsA smA 

gewöhnlich durch tg A und cotg A zu bezeichtien) und heisst sie 

Tangente von A und Cotangente. von A. Man hat also zur Erklärung 

dieser Grössen : , sinA . <?osA .^. 

Alis den Gleichungen (1) und (2) folg< aber unmittelbar: 

, BD , AB ,\. 

tgA=— ,cotgA^-, (4) 

d. h. es ist tg A auch gleich der entgegenstehenden Kathete BC, 
dividirt durch, die anliegende AB ; cotg A gleich der anliegendeu 
KathBte AB, ^ividirt durch die entgegenstehende BC. * 

Man wird gut thun, i^ich diese, Fundam^ntaierklärungen genau 
einzuprägen, da natürlich das Verständniss alles üebrigen darauf 
ruht. ** . 

Es ist nun vor Allem ersichtlich, dassderWerth von sinA (und 
cosA) als blosse Zahl erscheint,^ indem .eV nur das Verhältniss 
von je zwei Seiten des rechtwinkligen Dreiecks ausdrückt, , welche 
Zahl auch immer < 1 ist. Von der Länge eines Sinus u. s. f. zu 
reden, hat also keinen Sinn, Dass dasselbe für tgA und CotgA 
gilt, ist durch unsere Erklärung deutlich. Eben desshalb hängt 
aber derWerth von sinA u. s. f. nicht von der Länge der 
Seiten des rechtwinkligen Dreiecks ab. Verlängert man 
etwa die Seiten AC und AB, welche den Winkel A bilden und ist 
DE senkrecht auf AE gezogen,, also parallel mit BC, so ist be- 
kanntlich: BC_DE AB_AE 

■ AC"^AD' AC^AD' 



* Es versteht sich wohl ron selbst, dass wenn von der Division zweiex: Seiten 
leines Dreiecks die Rede ist, dabei die Division der die Längen dieser Seiten aus- 
drückenden Zahlen verstanden wird, welches auch immer die Einheit sey, in der 
diese Längen ausgedrückt werden. 

** Man pflegt zuweilen die Beuche -, -, — - als secante und 6osecante von 

cosA sm A 

A, so wie 1 — cosA, 1 — sinA al« sinus versus und cosinus versus von A aufzu- 
führen, was wir jedoch unterlassen .haben. 
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man kaoa also mit demselben Bechte sagen, es sey 

. , DE . AE 

smA = — . cosA = -^, 

wie man in (1) und (2) diese Grössen erklärt hat, d^h. man kann 
statt des Dreiecks ABC das Dreieck AED zur Erklärung von sin A 
und cosA wählen, ohne dadurch eine Verschiedenheit in diese Er- 
klärung zu bringen. 

Daraus folgt auch ganz unmittelbar, dass irgend zwei recht- 
winklige Dreiecke, die denselben Winkel A enthalten^ zur Erklä- 
rung Von sinA und qosA in der angegebenen Weise benützt werden 
können, indem sie ähnlich sind, also für die beireffenden Quotienten 
dieselben Werthe geben. 

Die viel Grössen sin A, cos A, tg A, cotg A werden wir zuweilen 
trigonometrischeFunktionen* oder auch trigonometrische 
Brüche nennen, wenn gleich „goniometrisch"" das richtigere W^ort 
wäre. 



Fig. 8. 




§.3. 

Aus den Erklärungen des §. 2, nämlich aus 

den Gleichungen (1) und (2) erhält man, wenn 

man die Quadrate von sin A und cos A mit 

sin'A, cos'A bezeichnet: 

. ,, BC , . AB^ 

^^'^ AC*' ^^^ A^AC*' 

woraus folgt: 

Sm' A + cos A = r-77i . 

AC 

Da aber nach dem pythagoräischen Satze : 

BC» + AB' = AC', 
so ist dieser Quotient = 1, also liat man fiir einen Winkel A immisr: 

sin'A+cos^A=±l. (5) 
Wir setzen daher naturlich A < 90® yorau&. Hieraus ergibt sich 
wieder, dass weder sinA, noch cos A je grösser als 1 seyn kann. 

* Unter Funktion versteht man in der Mathematik überhaupt eine Grösse, 
deren Werth vom Werthe einer andern abhängt und sich also mit letzterm ändern 
wird. Da nnn die Grossen sin A, cos A, tg A, cotg A so beschaffsn sind, dass ihre 
Werthe vom Werthe des Winkels A abhängen , so «ind sie Funktionen dieses 
Winkels. 
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Multiplizirt man die Oleichaügen (3) mit einander» so erhäl^ man: 

' - ^ . ^inA.cosA , 

tgA.cotgA = T r-T-r 

® ® cofiA.smA ^ 

d. Ih , tgA.eotgA=l, (6) 

als Beziehung zwischen tg und cotg eines Winkels« Die beiden 
Gleichungen (6) und (6) nebst (3) geben die Beziehungen der vier 
Grössen sinA, cos A, tg A, cotg A gegen «inander an. Da übrigens 
(6) ganz unmittelbar aus (3) folgt, so bestehen im Grunde nur die 
drei Gleichungen (3) und (5),. so dass also, wenn eine der vier tri- 
gonometrischen Funktionen bekannt ist, die drei andern daraus 
geftmden werden können» welche Angabe wir nun zunächst lösen 
wollen. 

§.4. 
U) Sey sinA bekannt. 
Aus (5) folgt: 

cos* A = 1 — sin* A, cos A = Vi — öin'A. 
Aus (3) ergibt ^sich: 

^ , . sin*A sin*A . / sinA 



cos^A"l-sinU' "^ Vl-sin*A' 



^ j. cos'A 1 — i^in*A , / Vi — sin'A 
2) Sey cosA bekannt. 



Aus (5): sin*A = l — cos*A, sinA = Vi — cos^A. 
Aus (3) : 



^ 2a sin'A 1 — cüs*A , ; Vi — cos'A 

tg'A = -— 3pr= j— -, tgA^-^^ -: , 

cos^A cos'A ' cosA 

. 2 . cos'A cos'A , . cosA 

COtg*A = ^r;y--i;^ COtgA = 



sin'A 1— cos*A' ^ \/| cos'A 

3) Sey tgA bekannt: 

1 

Aus (6) folgt : cotg A = — r-. 

tgA 

Aus (3) ergibt sich: 

^ j . siti'A sin*A 
tg'A = 



cos'A 1 — sin*A^ 
also (1— sin*A)tg'A = sin*A, tg*A — sin*A.tg*A=:sin»A, 

tg»A = sin*A + srn*Atg*A = sin*A(l+tg»A), 

tg'A . 2A • A tgA 

II ^ 2 . =sm'A, smA = --^ '^ 
l+tg*A Vl + tg*A 
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Ebenso : 



tg'A = 



sin^A 1 — cos'A 



cos^A cos^A ' 

cos*A.tg*A= 1 — cos'A, cos'A.tg*A4-co&*A= 1, 

cos'A(tg^A + l) = l, cos*A= ^ 



cosA = 



1 



tg'A+r 



Vi+tgU 



cotgA 



4) Sey cotgA bekannt. 
Aus (6): tgA = 

Dann aus (3): 

' ,. cos'A l— sin'A . «. ^ «. ^ . ,. 
cotg'A = ^7^r^= ^.^a^ , sin'A.cotg*A = l— sm*A, 

sin'A(l + Cotg'A)=:l, 



woraus 



sinA = 



Vl+cotg'A 

cotg* A == -T-irr =^ -; rr» cotg^A — eos' A . cotg'A =>cos' A, 

* , sm'^A 1— cos^A 

cotg'A = cos'A(l + c6tg'A), 

. cotgA 

cos A = r7====rpp . 

Vl + cotg'A 
Man bemerke etwa noch, dass immer: 

cosA.tgA=^sinA, sinAcotgA = co«A. 
Der Uebersichtlichkeit wegen.wollen wir die erhaltenen Resultate 
in eine Tabelle ordnen. 




Vi — cos» A, 
tgA 


Vl+tg'A' 
1 . 



Vl + cotg'A 



Vi— sin» A, 
1 . 



Vl + tg.»A' 
cotgA 

Vl+cotg*A' 



sinA 



VT 


— siil 


'.a' 


Vi- 


— cos ' 


'Ä 


cosA 
1 
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cotgA 



Vi — sin^A 
sinA ' 
cosA 

V1~cos^a' 

1 

tgA* 



§.6. 



Immer unter der Voraussetzung, der zu betrachtende Winkel 
sey kleiner als ein rechter, wollen wir uns nun die Frage stellen, in 
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welcher Weise der Sinus eines Winkels sich ändert, wenn der Winkel 

sich ändert. 

Seyen BCA, DCA zwei verschiedene Winkel, 

und zwar 

DCA>BCA. 

Man ziehe BE, DF senkrecht auf AC, indem 

man zuerst um C mit AC einen Ej*eis beschrieben; 

verlängere BE, DF, bis sie den Kreis in b und d 

wieder treffen, ziehe GbundCd, so ist bekanntlich: 

BE = Eb, DF=±Fd, DCA==ACd, BCA = ACb. 

Nunifet(§.2): 

BE DF ^ 

sinBCA=g^, sinDCA = — ; 

ferner Dd = 2DF, Bb = 2BE ; DF = ^Dd, BE = ^Bb, 

also ' sinBCA = i.:rr?^, 6inDCA = i. 7;r^. 

* BC .CD 

Da aber DCd = 2DCA, BCb = 2BCA, so ist auch DCd > BCb, 
also nach einem bekannten Satze: ' 

Dd>Bb. 
Da endlich BC-== CD, so folgt hieraus, dass 




Dd Bb 
CD^BC ^CD 



Dd Bb 



d.h. sinDCA>sinBCA. 

Man sohliesst hieraus, dass zu einem grössern Winkel auch ein 
grösserer Sinus' gehöre, oder dass der Sinus eines Winkels wachse, 
wenn. der Winkel wäqhst, mithin auch abnehme, wenn der Winkel 
abnimmt. 

^ Sind also die zwei Winkel A und B, beide unter 90®, so be- 
schaffen,^dass B>A, 

so ist auch sinB > sinA. 

« ■ . ■ . ^ 

Da nun: cosB = Vi — sin^B, cosA = VI — sin'A, 
und sin^B > sin^A,, also 1 — sin'B < 1 — sin'A, * 

so ist mithin: cosB < cos A, 

, d. h. der Cosföus eines Winkels nimmt ab, wenn der Winkel wächst, 

und nimmt mithin zu, wenn der Winkel abnimmt*. 

■ 

* Da sm'B]>Bin*A, so wird, wenn man von 1 zuerst sin'B, und dapn auch 
^in^ A abzieht, das erstemid mehi: abgezogen als das zweite» so dass weniger übrig 
bleiben muss« mithin 1 — sin* B <^ 1 — sin' A ist. - 
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Endlich ist. 



^ 'sinB . BinA 



cosB' ^^ cosA' 
und da sin B > sin A, cos B < eos A» 

seist tgB>tgA, * 

d. h. die Tangente eines Winkels wächst, wenn der Winkel wächst. 
Ganz eben so ist cotgB < cotg A, 

so dass die Cotangente abnimmt^ wenn der Winkel wächst. Alle 
diese Sätze lassen sich leicht geometrisch nachweisen, wie der «erste, 
was jedoch der eigenen Uebung überlassen bleiben mag. 

Anmerkung. Wftre der Halbmesser des Kreises, AG = 1, so.wftre offenbar 
sin BGA = B£, sin DGA = DF, cos BGA = GE, cos DG A = GF, vobei wir aber uns 
nicht etwa den sin oder cos als Längen vorstellen dürfen (§. 2), Tielmehr ist hie- 
durch nnr gesagt, dass z. B. die Zahl, welche die Lftnge ron B£ misst, wenn AC 
= 1, zugleich dem sin BGA gleich sey. 



yif.4. 



§..6. 

Die beidien Winkel A und C betragen zu- 
sammen 90^; man hat also 

C = 90« — A. 

Nun ist (§.2): 

. • BC A AB 

smA = -^,cosA==.^; 

. ^ AB ^ BC 

Sm C = T7;> cos U = T-pr. 

AC AC 

Daraus folgt unmittelbar, dass 

sin C === cos A, cos C = sin A, 
d.h. sin(90® — Ä) = cosA, cos(90® — A) = sinA. (7) 




* Vergleicht' man die Brüche — — und r, so ist der Zähler des ersten 

oosB cosA. 

grösser als der des zweiten, während der Nenner des ersten ideiner als der des 

zweiten ist. Wären die Nenner gleich, so müsste der erste Brach schon grösser als 

der zweite seyn, da mit wachsendem Zähler ein Bruch wächst; d. h. man hat 

slnB.^ sinA 

■ ^> --. 

cosA cosA 

Schreibt man aber hier noch im ersten Bruche cos B für cos A, so hat man den 
Nenner desselben noch vermindert, wodurch der Brach abermals in seinem Werthe 
erhöht wurde, so dass in höherm Grade 

sin B ^^ sin A 



€osB cosA 



ist. 
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Die Division beider Gleichungen gibt sodann: 

tg(90« — A)==cotgA, cotg(90" — A)^tgA. (7') 
Man hat also auch : , 

sin'A+sin'(90« — A)= I, co&*A+cos'(90*» — A) = 1, 
tgA.tg(90« — A) = l, cotgA..cotg(90« — A) = l, 
wie sich aus (5) und (6) findet. 

Es ergibt sicji hieraus, 4ass wenn man die trigonometrischen 
Funktionen der Winkel unter 45® kennt, man sofort die der Winkel 
über 45" erhalten wird. 

Sind z.B..sin36^cos36^ tg36^cotg36®.bekannt, so ist, da 
36«4-54»=i:90®: . . 

sin54<* = cos36^ cos64® = sin36^ tg64" = cotg36^ 

cotg54®=:tg36^ 
Allgemeiner ist: 

sin (45«-(-A) = cos (45® — A), cos (45® + A) = sin (45® — A), 

tg (45®+A) = cotg (45 ®— A), cotg (45®+A) = tg (45 ®— A), (8) 

wenn A unter 45® ist, da ja 45®-|-A und 45® — A zusammen 90® 

betragen. - 

Für einige spezielle Winkel ist es leicht, die zugehörigen trigo-- 

nometrischen Funktionen zu erhalten ^ wie wir. diess nun zeigen 

wollen. ; • V * * 

§•■7. 

Bereits in '§.5 haben wir gezeigt, dass der sin A abnehme, 
wenn A abnitnmt. "Denken wir uns nun, der Winkel A werde immer 
kleiner (in der. dortigen Hgür 3 nehme BGA immer mehr ab) und 
nähere sich der Grösse unbegränzt (BC nähere sich der AC), so 
wird offenbar der sin A sich ebenfalls der nähern (BE wird immer 
kleiner) und zuletzt verschwinden, so dass man haben wird: 

sinO®=:0. . 

Vermöge §. 4 folgt hieraus j . 

COSO®=:V1--0* = V1==1, tgO®=:?=:0, COtgO®=:A = QO.* 



* Das Zeichen oo bedeutet keine Zahl mehr, sondern zeigt nur an , dass 
cotg 0^ grösser sey als jede angebb'are, auch noch so grosse Zahl. Wählt man nflm*- 

lieh den Bruch — und lässt a immer kleine^ werden, so wird sein Werth immer 
a 

grösser, und woUte man a ^= setzen, so Tisfirde man eben dadurch anzeigen, dass 
man über alle Grdssenschranken hinausgegangeu sey.. 
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Da 0®-f 90*^ = 90®, so folgt hieraus nach (7) in §.6 sogleich: 
sin 90** = cos 0^=1, cos90^ = siri0*»=0, tg90* = cotg0° = oc, 

cotg90® — tgö"=rO, 
was man leicht auch aus der Figur entnehmen kann, 

Stelle ferner ABC ein gleichseitiges Drei- 
eck vor, in dem also jeder Winkel gleich 60®; 
sey ferner CD senkrecht auf AB, so ist BCD 
= 30?, und also 



sm 



Bct) = sin 30® = 



BD 



Nun ist BD=^AB =^BC, also 




Fiff . 6. 



BC~ BC~'f'^° ""'• 
Hieraus folgt nach §. 4: 

cos30» = VT^=V|^jV3,tg3Ö« = ^ = ;^ = Vi: 

cotg30® = V3. ' ' 

Sodann nach §.,6: 

sin 60^= ly 3, cos 60® = ^, tg60® = V3, cotg60® = Vf 
Ist endlich ABC ein gleichschenklich recht- 
winkliges Dreieck, also AB = BO^ so ist A = 
45®, mithin 

und dann nach §■ 4 : 

■ Vi+1 V2 '^^' vi-|_i 

= y2 = Vi, cotg45» = i=i. 

« ■ 

Man ktjnnte diese Formeln auch in anderer Weise erhalten. 
Aus (8) nämlich folgt, dass (wenn dort A = 0) 

^ sin 45 ® = cos45 ®, tg 45 ® = cotg 45 ®. 
Also aus (5) und (6), wenn A = 45®: 

sin^45®+sin*45®= 1, 2sinM5®= 1, sin^45® = i sin45® = V:^, 
tg45r.tg45®=l, tgM5®=l,tg45® = l.. 

§. 8. ^ 
Seyen a, b zwei Winkel, jeder kleiner als 90® und deren Summe 
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selbst kleiner als 90*^ sey. . Sey ferner DC 
senkrecht auf AC, CB senkrecht auf AB, DE 
senkrecht auf AE and CF parallel AB. 

Man wird nun leicht nachweisen können, 
da«s auch CDF = a. Der Winkel BAD ist = .. 
a-|-b, und man hat zugleich CF = BE, EF 
= CB. Hieraus und dem, .^as wir im Vor- 
Stehendengesehen, ergibt sich unmittelbar die .^^ 
Richtigkeit folgender Grleichungeo: 
. . , , - DE DF-fFE DF+CB ÖF , CB 




DF.DC 
AD.DC 



CB.AC _DF DC CB AC. 
"^AD.AC~DC'AD"^ACAD' 



Aber es ist 
DF . 



DC . ^ CB . AC 

- = co8a, — =s,nb,^ = sina,^^co8b, 

also sin (a -{- b) == cos a ..sin b + sin a . cos b, ^ , 

oder sin (a -f- b) = sin a . cos b -f- co« a . sin b. (9) 

Eben so ist 

r , ^,\_AE_ AB— BE _ AB — CF _AB CF_AB AC 
cosU+b;^^- AD - AD ^AD~ÄD~ÄC-AD 



CF CT) 



= cos a . cos b — sin a . sin ]>, 



CDAD 
d.h. cos(a-|-b)=cosa.cosb — sin a. sin b. (10) 

Aus diesen Formeln zieht man (§. 2) : 

cos a sin b 

-■ 

sin a sin b* 



, , ,. isin(a+.b) sinacosb + co 

tg(a+b) = — ; ,C — —rr^ — r 

cos(a + b) cosacösb^— Sil 



Dividirt man hier Zähi.erund Nenner durch cos a . cos b, so er- 
gibt sich : - 

sin a ^^ sin.b 

r 

f • 1 I lU " 

tg(a + b) 



cosa cosb 



1 — 



sin a sinb 
cos a * cos b 



_ , ■ aina ^ sinb 

d. h. da = tga, -^ZTZ^^S"- 



cosa 



cosb 



tg 



' ^ 1 — tffaitffb ^ ■ 
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Dessgleichen 

^ / , ,v cos(a + b) cosacosb — sinasinb 

cotg (a + b) = -T-7 — TTT =^ —' r— i r-r, 

^ sin(a-4-b) 8inacosb-f-cosaßinb 

und wenn man Zähler und Nenner durch sina sinb dividirt 

> ■ . cetga.Gotgb — 1 •,^v 
cotg(a + b) = — ° , , ^ ^ . (12) 

Die vier Formeln (9) — (12) geben die trigonometrischen Funk- 
tionen eines zusammengesetzten Winkels durch, die der einfachen. 
So erhält man (§. 7): 

sin-75® = sin(30<^Hr45«) ==: sin30^cos45*^+cos?0^in45" = 
- iVi+iV3.V^,-iVKl + V3) = cosl5^ . 

cos75«=:cos(30«+45«)=-^V3..Vi-^V^ = iVKV3-l) 
= sinl5^ 

tg 75^ = ]^!^t = y^sZl = i (1 + V 3) ' (wenn man Zähler 

und Nenner mit 1 -f- V 3 multipHzirt), =i(l+2V3 + 3) 

= 2 + V3, 

t/3 1"" 

cotg 76 ** = 1/Q i_^ =KV3 — 1)' (wenn man Zähler und Nen- 

nermitV3 — lmultiplizirt) = K3-~2y3+l) = 2 — V3. 
Im Seitherigefn haben wir bloss Winkel betrachtet, die unter 
90^ liegen; eine solche Beschränkung entspricht aber nicht einmal 
den Bedürfnissen der Trigononietrie , geschweige denn überhaupt 
den Bedürfnissen einer weitem Anwendung dieser Lehreii.- Auch 
drängt uns die Theorie ganz unzweifelhaft zur Untersuchung, be- 
züglich Erklärung der trigonometrischen Funktionen von Winkeln, 
die über 90® hinausreichen. 

Anmerkung. Die Seite des regelnSllssigen Zehnecks Im Kreise wird be- 
kanntlich erhalten, wenn man den Halbmesser so in zwei Theile theilt» dass der 
grössere Abschnitt die mittlere geometrische Proportionale ist zwischen dem klei- 
nern Theile und dem ganzen Halbmesser. Ist also r der Halbmesser, x der grössere, 
mithin r — x der kleinere Theil, so hat man 

r(r — x) =x*, r* — rx = x*, x*-|-rx = r*, 
woraus folgt: '; 

^ = -iT±V7+p=-^±^V5, 

n welcher Gleichung jedoch nur das obere Zeichen zulässig ist, da x positiv seyu 
mass. Sollte also in Fig. 3 bB die Seite des regefan&ssigen Zehnecks, BC = r der 

Halbmesser seyn, so wäre EB = JbB = 1(^5^1), und der Winkel BCb = 36^ 

also BOA = 18^ und man hätte 
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sinl80 = g = i(V5 



1) = CO« 720 (g. 6)^ 



voraus CO» 18» = V 1 — J^(|/5^ 1)» = ^ Vl6 — (5 — 2 V6 + 1) 

- J'Vi0 + 2V5 = 8in72^ 
Hieraus folgt: 

sm48<» = co s 42*^ = sin (30"+ 18®) = sin 30** cos 18<»-hfcos30^ßin W 

= |Vl0 + 2V5+|(Vl6^Va), 

cös48<> = sin 420 = cos (3 0<> + 18®) = c«s30<>cos 180— sin30*>sin l8i> , 

= |V30 + 6V6-|(V5-1). 

In ähnlicher Weise erhält man : ^ . 

sin 36" = sin(l8*»+ 18«^) = J V 10 — 2 V5 = cos54^ 

cos Se^ = cos (18* + 18**) = 4 (i + V 5) = sin 54", 

sin 63" = 8in(46"+ 18") ^ | V5+ Vs +j Vi(V&^ 1) = cos27«. 

cos63"-cos(45"+18^) = 4V 5H-V5^ ^V^(V5 — l)=:sin27", 

sin 78" = sin>(60" + 18") = | V30 + 6V5 + 1 ( V 5 — 1) =± Cbs 12". 

cos78" = cos(60"-i-18") = JVl0-|-21/5 — |(V15 — V3) = sinl2". 

Man kennt alstf jetzt den sin und cos (also auch tg und cotg) ton 0", 12", 

16", 18", 27", 30", 36", 42", 45", 48". 54", 60", 63", 72", 75", 78", 90". 

Von weitem Winkeln finden lach die trigonometrischen Funktionen angegeben 

in der Anmerkung zu §. 12. 

§.9. 

Ist ein Winkel zwischen 0® und 90®, so wollen wir sagen, «r liege 
im ersten Quadranten, ist e^r :swischen 30® und 180®, im zwei- 
ten; im dritten Quadranten soll er liegen, wenn er zwischen 
180® und 270® enthalten ist, uüd endlich im vierten^ wenn er 
zwischen 270® bis 360® liegt. Bezeichnet a immer einen spitzen 
Winkel, der also zwischen 0® und 90® liegt, so kann msya einen Winkel 
bezeichnen, wenn er liegt; 

im ^weiten Quadranten durch 9öP-|-3'» oder 180® — a, 
„ dritten „ „ 180®-fa, « 270® — a, ' 



vierten 



n 



n 



270® + a, 



360' 



a. 



Wir wollen nun das Verhalten der Winkel in den vier Quadran- 
ten etwas genauer untersuchen. Fi^.s. 
- Sey ACD = a ein Whikel < 90®, 
also im ersten Quadranl^en, GH senk- 
recht auf AB, HCE = a, so ist AJDE 
= 90®4-a, also ein Winkel im zwei- 
ten Quadranten. . 

Wollen wir sin a und cos a haben, ^ 
so müssen wir von einem (beliebigen) 




\Q Ertter Abschnitt. 

Punkte D der Seite CD auf die Seite CA die Senkrechte DF fällen ; 
alsdann ist (§. 2) 

DF CF 

8ina = ^,cosa = ;^. 

Wollen wir nun eben so den 8in(90"-|-a) oder cos(90**-f-a) 

haben, so müssen wir von der einen Seite (CE) dieses Winkels aus 

auf die andere (AC) eine Senkrechte (EG) fallen, wozu noth wendig 

ist, dass wir die Seite AC zuerst gegen B hin verlängern. Alsdalin 

FC CG" 

wird der Bruch =p den sin (SO^-f- a), der Bruch t= den cos (90®+ a) 

ausdrücken können. Was nun zunächst den letztem anbelangt^ so 
ist CG entgegengesetzt gerichtet in Bezug auf CF, was wir dadurch 
anzeigen wollen, dass wir sagen, der cps(90®-f-a) sey negativ, 

so dass also /^-,o i \ CG 

cos(90" + a) = — — . 

Der 8in(90®-|-a) dagegen wird positiv seyn, da EG eben so 
gerichtet 4st, wie DF. Man kann diese Beziehungen auch so erken- 
nen: Denken wir uns, der Winkel ACD wachse gegen 90®, so nimmt 
(§. 6 und §. 7) sein cosinus ab bis zu 0, was geometrisch, dadurch 
ersichtlich ist, dass der Punkt F gegen C hin rückt. Lässt man 
aber dann den Winkel über 90® hinauswachsen, so wird- der Fuss- 
punkt F immer noch in derselben Weise fortrücken, somit der cosinus 
immer noch abnehmen; .da er min bei 90® schon. war, so muss er 
über 90® hinaus negativ werden. 

Man mache nun CD = CE, so ist leicht ersichtlich, dass auch 
CF = EG, DF = CG (indem die Dreiecke FCD und CEG kongruent 
sind wegen DCP = CEG = a, CD = CE, PFC = CGE = 90®). 
Also ist 

EG CF 

sin(90®4-a) = +j^ = + ^ = -f cosa, 

CGr DF 

cos(90® + a) = ~^~— — = — sina, 

woraus durch Division leicht die Formeln für tg(90 ®+a), cotg(90 ®+a) 

folgen. Man hat also: 

sin (90® -f a) = + cos a, cos (90® + a) = — sin a, tg (90® + a) = 

sin(90® + a) cosa .^^„ , . 

cos(900+a) = =::;hn:=-^°*g^' cotg(90«+a)=-tga. 
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Ist b < 90*, so ist ftO** — b auch < 90® und > 0®; setzt man 
also hier a = 90® — b,.so sind diese Fonneio noch richtig. 

Unter Beachtung der Formeln (7) erhält man nun, wenn a = 
90®— b, also gO^ + a^rlSO^ — b.- 
sinjtlSO®— b)=+co6(90**— b)=4-sinb, 
cos(I80® -^ b) = — sin(90® — b) = — cosb, 
tg (180® — b) = — cotg (90® — b) == — tg-b, 
cotg(180®--b) = — tg(90® — b) = — cotgb. 
Setzt man b = und beachtet §. 7, so erhält man : 
sinl80® = -l-sin0®=^0, cosl80®= — cosO® = — 1, 
tgl80®=— tgO®:= 0,. cotg 180®= — cotg 0® = — ao. 
Sey wieder ACD = a, kleiner als 
90®, ECB = a, so ist ACE = 180® -f a 

ein Winkel im dritten Quadranten. 

EG 
Sein sinüs Wlxrde also dnrch 



EC* 



Sern 



CG 




Cosinus durch ;^ auszudrücken seyn, 

wenn EG die Senkrechte von der einen 
Seite EC des Winkels auf die (ver- 
längerte) andere Seite AC ist. Ganz 
wie vorhin erhellt wieder, das^ Jetzt der cosinüs ebenfalls negativ» 
und der sinus gleichfalls negativ seyn wird, indem EG von entgegen- 
gesetzter Richtung ist als DFi Man kann sich dless aach wieder in 
ähnlicher Weise erklären. Hat man den Winkel ACE der vorigen 
Figur bis 180® wachsen lassen, so ist E immer mehr gesunken, also 
gegen AB gelangt; lässt man den Winkd nun über 180® hinaus- 
gehen, so dauert diese abwärts gehende Bewegung offenbar fort, 
und der sinus nimmt folglich fortwährend ab. Da er für 180® schon 

ist, so wird er darüber hinaus negativ. Mithin 

EG 
sin(180® + a)==— ^, cos(180® + a) = 



CE 



CG 
CE' 



S^y nun CD = CE, DF und EG senkrecht auf AB, so ist auch 
CG = CF, EG = DF, also 

sin(180® + a) = -?| = -5^ = -sinÄ, 



cos(180®^^a)=.^§|=.^§| = 



cos a. 



Di«ii|fer, eben« Trij^aomctrie, 
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SO dass man hat: 

8iD(180^4-a) = — sma, co8(180'+a) = — cosa; tg(180*+a) 
sin(180°4-a) — sina , ^ x /lo/^o i \ i 

Setzt man abermals a =; 90® — - b und ist b < 90^ so erhält man 
(§.6), da jetzt 18€° + a=:27(y'— b: 

sin (270®— b) ^ — sin (90^— b) = — cos b, cos (270*— b) = 
— cos (90^ — b) = — sin b; t« (270*^ — b) =- + cotg b, 
cotg(270'— b)=r-)-tgb. 
Setzt man hier b= 0, so ist: 
sin 270^ = — sin 90° = — 1; cos 270* = — cos 90" = 0, 
tg270®^oo, cotg270*'==0. 
Sey endlich ACD = JCE = a , so ist 
ACE = 270" + a ein Winkel im vierten 
Quadranten und aus denselben Gründen, 
wie wir sie nun genügend aus einander ge- 
setzt, wird man setzen müssen: 

■ 8m(270''-|-a) = -?|, 

co8(270'>+a) = + ^. 

Sey wieder CD = CE, so ist.anch: DF = CG, EG = CF, also 

CP 



»(.10. 




8in(270*'-f-a)=:- 



CD 
DF 



^ — cos a> 



cos (270"+a) = + g^ = + Sina, 

so dass man hat: 

' sin (270" -f a) == — cos a, cos (270" + a) = + sin a ; 
tg (270" -f a) = — cotg a, cotg (270" -f a) == — tg a. 
Setzt man auch hier a = 90" — b, b < 90", so ist: 
sin (360" — b) = — sin b, cos (360" — b) = + cos b, 
tg (360" — b) = — tg b,^ cotg (360" — b) = — cotg b. 
Für b =z zieht man daraus : 
sin 360" == 0, cos 360" = + 1, tg 360" = 0, cotg 360" = — <»,♦ 



* Die QrOssen tg und cotg können, wie hieraas sich ergibt, selbst onenidUch 
grosse Werthe annehmen. In Bezug auf das Vorzeüsben ist Jedoch noch das Fol- 
gende zn bemerken. Wir haben oben gefanden, dass z. B. tg 270® = tJ- oo; dabei 
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Würde man die Winkel über 360^ binaus wachsen lassen, so ist 
klar^ dass fiir den Winkel 360* -fiV und für den Winkel A dieselben 
trigonometrischen J^nktiopen zum Vorschein kommen weirden, was 
auch A sey. Dessgleichen, wenn -ein Winkel == 2 . 360^^+ A, .3 . 360® 
-[-A, ...., aUgemem =n.360^-|-A ist. »Demnach 

sin (n . 360° + A) = sin A, cos {n . 360^ + A)= cos A; 

tg (n . ,360« + A) = tg A, coig (n . 360° + A) = cotg A. 

Vi 

Man kann diess offenbar auch so ausdrücken, dass man sagt: 
Wenn man die trigonometrischen Funktionen eines Win- 
kels suchen will, so kann man von diesiQm Winkel, -in so 
ferne er grösser seyn sollte als 360°, so viele Male 360° 
weglassen, als diess überhaupt möglich ist^ Es mag von 
Interesse seyn, die so eben erhaltenen Ergebnisse übersichtlich zu- 
sammen zu stellen. Was zuerst die Vorzeichen anbelangt, so ist im 
erstem Quadranten : sin =;i -f-> ^os r= -f-, tg == -f-, cotg == +, 
zweiten „ , :. =-f-> ——/——» .^ = — , 
dritten . - „ : = -— , = -—, =:+r =+» 

vierten . „ : = — , =+,=—, = — • 

Ferner, wenn a < 90°: 

sin (90° — a) = "4- cos a, cos (90° — a)==-j-sina,* 
tg (90° — a),- -f cotg a, cotg (90° — a) = + tg a, 
sin (9d° -j- a) = + cos a, cos (90° + a) = — sin a, . , . 
tg (90° -f a) = — cotg a, cotg (90°+ a) = — tg a, > ^ * ^^ 
sin ( 180° ^— a) = 4" s^« a> cos (1 80° — a) = — cos ä, 
tg (180*— a) = — tg a, cotg (180°— a) = — cotg a, 



aber setzten -wir wraus, dass man SBüm Winkel 270" dadnröh gelange, dam man 
einen 4demern Winkel wachs.en lasse. Wöifde man zu 270'* in umgekehrter Weise 
gelangen, so würde aus tg (270" ^^-a) si= — cotga für a = folgen tg270<* = -r- 
cotgO?:^, — po. Man wird hieraus leicht die Kichtigkeit folgender Sätze erkennen: 

^ tg 90" = ± OD, cotg 180" =z + oc, tg 270" = ± oC, cotg 360" = =F ^^ ». - 
worin d^s obere Zeichen gilt, wenn man zu 'dem betrefifenden Winkel gelangt, in- 
dem man einen Winkel aus dem vorhergehenden Quadranten wachsen lässt; das 
untere dagegen^ wenn man einen Winkel aus dem naehfolgenden Quadranten ab- 
nehmen lässt. Wenn man will, kaön man damit die folgendea Gleichungen ver- 
binden : , 

cos 90" = ±0, cotg 90" = ±0, sin 180" = ±0, tg 180" = +0, cos270" =5 If 0, 
cotg 270" = ± 0, sin 360" = hR 0,^ tg 360" == ^4), 

welehe unter denselben Bedingungen gelten. - 

-2» 



20 Erati^r Absehiikt. 

sin (laO* -h ») = -^ W a> COS (180^ + a) = — cos a, 
tg(180*4-a) = +tga, cotg(180*'+a)=:-f cotg'a, 
sin (270® — a) = — cos a, cos (270® — a) = — sin a, i 
tg(270®-^a) = +cotga, c()tg(270®-^a)^ + tga 
6in(270*+a)= — cosa, cos(270®4-a)=: + &ina,'^ ^^"^^ 
ig (270® + a) = — cotg a, cotg (270*4- a) = — tg a, 
sin (360* — a) = — sin a, cos (360* — ») = -}- cos a, 
tg (360® — a) = — tg a; cotg (360® ^ a) = — cotga. 

Ist A irgend ein beliebiger Winkel, so ist ferner: 
sin (n . 360° -f- A> = sin A, cos (n . 360® + A) = cos A, 
tg (n . 360® + A) = tg A, cotg (n . 360® -{- A) = cotg A. (14) 

Anmerkung. Die in den Formeln (13) enthaltenen Sätze lassen sich leicht 
im Gedächtnisse behalten» wenn . man beachtet, dass man jeden Winkel, der in 
einem der rwr Quadranten Uegt, in doppelter Weise bezeichnen kaim, indem man 
Ton der nntem oder obem Gränze des Quadranten ausgeht. Ist nun bei dieser Be- 
zeichnung 90^ oder 270^ mit in Rechnung, so gebt der sin in cos, cos in sin, tg in 
cotg, cotg in tg über; ist dagegen 180^ oder 360^ mit in Rechnung, so geht sin in 
sin, cos in cos, tg in tg, cotg in cotg fiber. Natürlich muss man dabei zugleich auf 
das gehörige Vorzeichen achten. _ 

• §.10. 

Sey wieder A ein beliebiger tVinkel, so ist A+180' ein um 
zwei volle Quadranten grösserer Winkel. Liegt also A im ersten 
oder zweiten, so liegt A4- 180* im dritten oder vierten Quadranten. 
In allen Fällen sieht man leicht, dass wenn (in einer der Figuren 
des §.9, z. B. der zweiten) AC die eine Seite der zwei Winkel A 
und J80*4"A ist, die andern Seiten in die Verlängerungen von 
einander fallen. Daraus ergibt sich ganz unmittelbar, dass inmier: 
sin(180°+A) = — sinA, cos(180°+A)=— cosA, 
tg(180« + A) = tgA, cotg(180«4-A) = cotgA* (15) 



* Wir wollen doch die erste dieser Formeln beweisen. Sey immer a <^ 90<^ 
und nun: 

1) A im ersten Quadranten und = a, also 180o-^A = 180<»4-a> so ist nach (13) : 

sin A = sin a, sin (180® + A) = sin (180» + a) = — sin a, 
d. h. sin (1800 + A) = — sin A. 

2) A im zweiten Quadranten = 90o-(~>>^ »<> '^^ 180» + A = 2700-4- &> und 

sinA = sin (900+ a) ^ cosa, sin(180o + A) =r »in(270o+a>=: — cosa, 
d. h.^in (1800 + A) = -T sin A. 
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seyj'-was auch immer A sey, srfbst wenn 180*-}- A über 360* hin- 
ausreicht.. Sfetzt man hier 180" 4"^ Air A, was man darf, da diese 
Formeln ganz unbedingt gelten, so ist: 

sin (2 . ISO'^+A) = — sin(l80"-(- A) = + sin A, 
cosC2.180®-f A) = — cos(180"+A) = cosA, 
tg(2.180"-f A) = tg(180°+A) = tgA, 
cotg (2 . 180*'+ A) = cötg (180*+Ä) = cotg A(yergl.(14)). 
Wie man hier weiter gehen kann ist klar. Allgemein ergibt 
sich so: ' 

8in(n. 1«0*+ A) = ± sin A, cos(n . 180"+ A) = ± cos A, 

tg(n.l80'' + A) = tgA, cotg (n. 1 80"+ A) = cotg A, (16') 

in welchen Fonneln die obern Zeichen gelten, wenn n eine gerade, 

die untern, wenn n eine ungerade Zähl ist (n ist immer ganz und 

positiv). 

§.11. 

Wir wollen nun nachweisen, dass die Fonneln des §. 8 gelten, 
a und b mögen was immer Air Winkel seyn. Zu dem Ende unter- 
scheiden wir die folgenden Fälle. • 

1) Sey a ^^^^ ^ <90»» '^'^^ * + b natürlich < 180^ aber 

> 90\ Setzen wir nun a = 90® — a', b = 90® — b', so sind a' und 
V unter 90% und es ist a + b = 180® — (a' + b'), also da a + b 

> 90®, iedenfalls a'+b' < 90*. Für die Summe a' + b' kann man 
also die zwei Formeln (9) und (10) anwenden. Aber es ist offenbar 
sin a = sin (90^ — a') = cos a^, cos a = cos (90® -^ a') = sin a', sin b 



3) A im dritten Quadranten == 180« -f-a, alio IdO^'+A = 360« -f a, und 

sin A = sin(180«+ä) = — rina, 8in(180«+ A) = 8in(d60«-fa) = sina, 
d. h« sin (180«+ A). =; — sin A, 

4) A im werten Quadranten = 270« + a, also 180« -f- A :?= 45Ö« + a = 360« -f 

90« + a, mitbin 
sin A = sin(270«+a) = — cosa, sin(i80« + A) = sin(90«+a) = cosa, 
d, h. sin (180« -j- A) = — sin A. 
Reicht A liber 360« hinuns, so 4st,. wenn B «nter 360«, etwa A = 360« -(-B, 
also 180«+ A = 360« + 180«+B, mithin- 

sin A = sinB, sin(180«+A) ;= sin(180«-t-B) 
und da ja sm(180«-|-B) =x —sin 6, so ist iko auch sin(180« + A) = — sin A. 
Aehnlicfaes. g^t, wenn A über 2 . 360«, 3 . 360« u. s. w. Mnausnicht. ' 
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= sin<90" — b') = c08b', coöb = coß(90* — b') = Mnb', alse hat 

oiao (anter Beachtung der Formeln (13)): 

«in (a + b) != sin [ 1 80*» — (a' -f b')] = sin (a' + b') = sin a' cos b' 

-f- cos a' sin b' = cos a sin b -|- sin a^cos b, 
cos (^ + b) = cos [180^ — (a' + b')] = — cos (a' + b') = 
, — cos a' cos,b' -[" sin a' sin b' = — , sin a sin b -j- cos a cos b, 
wodarch offenbar die Richtigkeit .der Fornielö (9) und (10) bewie- 
sen ist. * 

^^ ^ < 90«' ^ < 180«' ^^ ^ < 180'»- 
b=:90« + b', V<90^ a-fb = 90°+a + b', a + h'<90°. 
sinb = 5in(90°.+ b') = cosb', co^b = cos(90«-fb0 = — sinb';. 
also sin b' = — cos b, cos b' = sin b. 

sin (a -f- b) = sin [90°-|- a+b'] = cos (a-f- b') = cos a cos b' — sin a 

sin b' = cos a sin b — sin a . ( — cos b) = cos a sin b -f- sin a cos b. 
cos(a-f-b) = cos(90''-}-a+b')= — sin(a4-b') = — sina cosb' 

— cos a sinb' = — sinai^inb — C08a( — cosb) = — sina sinb 

-|-cosacosb. 

a=i90'» — a', b=:180* — b', a'<90°,;b'<90«; . - 
a + b = 27Ö'-(a'H-bO, a' + b'<90^ 
sin a == cos a', cos a '= sin a', sin b = sin b/, cos b = — cos b' ; 
sin a' = cos a, cos a' =:= sin a, sin b' = sin b, cos b' ^= — cos b. 
sin (a + b) = sin [270° — (a' + b')] == — cos. (a^.+ b'> = --- cos a' 
cos b' -|- sin a' sinb' = — sin a . (— cos b} -j- cos a sin b = sina cos b 
-f- cos a sin b. 

* Die. Formeln (9) Und (10), des §. 8 sind nur nnter der Verausseteung be- 
wiesen, dasfl. die Samme a-f-b<[90"; für unsem Fall i$t diess nicht mit der Summe 
a + b, wohl aber mit a' -f- b' der Fall, so dass für letztere die genannten Fonneln 
gelten. Da. wir aber schilesslieh Ee&ältate erhalten-,- die identisch sind jnit den in 
§. 8 erhaltenen, so erhellt daraus die Richtigkeit jenei^ Fonneln, auch wenn a + b 
>90*>. 

*♦ Liegt a zwischen O'^uud 90«, b z^frischen 90*> und ,180», so.kann a + b zwi- 
schen 90^ und 180^ oder ztnschen 180*^ und 270« liegen; wir trennen diese Fälle 
hier sowohl als im Folgenden. Die übrigen Angäben Bedürfen wohf einer weitern 
Erläuterung nicht, da sie sich ganz von selbst ergeben, wenn man die Formeln (13) 
beachtet. Da man jeweils für sin(a+b) und cos(a4"l>) genau die Formeln (9) 
und (10) erhält, so sind diesö eben damit bewiesen. 
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COS (a + b) =^ cos IßW — (a' + b')] =^ — sin (a' + b') = — sin a' 
cos b' — ' cos a' sin b' = — cos a . ( — cos b) — sin a sin b = 
cosacosb — sin a sin b. 

. ^ * < 180«' ^. < 180*'^"^. < 270«- 

a = 90' + a', b = 90" + b' a' < 90^ b' < 90*^; 
a-fb = 180*^+(a' + b'), a' + b'<90^' . 

sin a == cos a', cos a 3= — ^ sin a', sin b = cos b', cos b = — sin b' ; 

sin a' = — cos a» cos a' :;= sin a, sin b'. = -— : cos b, coa b' == sin b. 
sin(a+b) = sin[180" + (a' + bO].= — sin(a'4rbO = — sina' 

cosb' — cos a' sinb' == — ( — cos a) sin b — fein a ( — cos b) == cos a 

ßinb-f-sinacosb. 
cos (a+ b) = cos [ISO« -f (a' + b')] = — cos (a' + b') = — cos a' 

cos b' + sin a' sin b' = — sin a . sin b -^ (— cos a) ( — cos b) 

== — sin a. sinb -|- cosacosb. . . 

^^^<180''^<180^'^"*^^<360»- / 

a=:180' — a', b==l80' — b^.a'<90^ b'<90^ 
a-f.b = 360"--(a'-f-b'); a<.+ b'<90*. 
sin a = sin a', cos a = — cos a', sin b = sin b'^ cos b = — cos b'; 
sin a' = sip a, cos a' = — cos a, sin b' = sin b, cos b'^= — cos b. 
sin (a + b) = sin [360' — (a' + b')] = — sin (a' + b') = — sin a^ 
' cosb' — cosa' sinb' == — sina( — cosb) — ( — cosa) sinb = < 
sin a cos b -^ cos a sin b . 
cos (a+ b) = cos [360' — (a' 4- b')] = cos (a' + b') = cos a' cos b* 

— sin a' sin b' = ( — cos a) ( — cos b) — sin a sin b = cos a cos b 

— sin a sinb. 

Für alle Winkel unter 180° haben wir also die fraglichen zwei 
Formeln bewiesen. 

Seyen nun a und b Winkel zwischen 180^ und 360', so setze 
. man: a=i:?180^ + a', b.=: ISO'+b', 

also a'< 160', b'< 180', a + b=.360'-f (a' + b'), ^ 
so ist nach §.101- 

sina = sin(180«-f a') = — sina', cosa = cos(180'+aO 

= — cosa', 8inb = — sinb', cos b = '^— cosb'; 
sina' = — sina, cös a' == — cos a, sinb' = — sinb, 
cos b' = — cos i). 
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Ferner; 
Äin (a + b) = sin [360 « -|-. a' + b'J = sin (a' + b') == sin a' cos b' 

-j-oosa'sinb', 
indem xiiese Formel gilt, wenn a' < 18ö^ b' < 180®. Setzt man 
hier die gleichgeltenden Wertbe, so erhält man : 
sin (a +b) =;;: ( — sin a) ( — eosb) rf- ( — cos a) (— sinb) =^ sin a cos b 
-frcosasinb. 

Ebenso: 
cos(a + b) = cos[360®-+"a' + t)'J ^= cos (a' -f- b') "=^ cos a' cos b' 
— sin a' sin b' = ( — cos a) ( — cos b) — ( — sin a) ( — « ßin b) 
= cosacosb — sin a. sinb. 

•Somit gelten obige Fotmeln für alle Werthe von a und b zwi- 
sehen und 360^ Gehen a und b über 360® hinaus, so kann man 
Jeweils360®veglassen(§. 9) und.man ersieht leicht, dass dieselben 
Formeln immer noch gelten. * . 

Die Formeln (11) und (12) des §. 8 folgen aber unmittelbar ans 
(9) und (10); also gelten äHe vier Grundformeln des §. 8 für be- 
liebige Winkel, natürlich unter der Voraussetzung; däss man nach 
§. 9 die gehörigen Vorzeichen für die vorkommenden trigonometri- 
schen Funktionen setze. . 

§.12'. ■ • 

Aus den Formeln (13) und (14) des §. 9 gel^t unmittelbar her- 
vor, dass, was auch immer der- Winkel A sey, man habe : 

sm*A-|-co8.'A = l, tgAcotgA = l.** 

Dagegen werden die Formeln des §. 4 nicht geradezu gelten. 
Bei den dortigen Quadratwurzeln haben wir jeweils nur das positive 
Zeichen beibehalten, weil wir dort natürlich die trigonoinetrischen 
Funktionen geradezu als positiv ansehen mussten. Auf unserem 
jetzigen Standpunkte werden jene Formeln heissen: 

in A = ± Vi — 'co8U=. + . . *^^ = + ^ 



sin 



Vl + tg'A Vl+cotg»A' 

co6A = ±Vl-sin'A=^+ , ^ ^ :^ -j. .C"tgA 

Vl + tg*A Vl + cotg»A 

* Ein auf andern Grundsätzen beruhender Beweis' dieser SAtze findet sieh in 
memer „ebenen Polygonometrie" (Stuttgart, Metzler) §. 5, S. 11 ff. ' 
** Z.B, sin»(2W + a) + cos*(270'' + a)=cos*a + siii*a=l, 
tg(270"+a)t;otg(270<* + a) = (— 'cotga)(— tga) = cotgatga= 1. 
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VI — sId'A cosA -cotgA' 

cotgA = ±YlE^ll=±—22^A—. = l^ 

sinA ' Vi — cojs'A. tgA' 

worin nun die Zeichen so zu wählen siüd, wie es Ä erfordert. Liegt 

z. B. A im dritten Quadranten, so ist ■ ^ ' 

siaA== — Vl~nQ5;M=— ^^^ ^- V ^ ' 

Vl+tgU Vl+cetgU 

liegt A im vierten Quadranten, etwa : 

tg A = -.Jl^£=^ == -« vT^;^^ 

Vi — sin^A cosA - cotg4' 

'u. s. w. üeberhaupt ist es jetzt leicht, sich jeweils zji überzeugen, * 
wie die Vorzeichen zu wählen sind; wenn man die Quadratwurzel 
auszuziehen hat. 

Da man nun allgemein hat ; 

sin(A-j-B)==sinAcosB + cosA.sinB, 

cos (A rf- B) z:= cos A cos B — sin A sin B, ' 
so setze man hier A = b,.B = a — b, wobei a und b willkürlich, 
jedoch zunächst a>b; alsdann erhält man A + B = a, also: 

sin a = sin b cos (a — b) 4- cos b sm (a — bX 
cos a = cos b cos (a — ^b) r- sin b sin (a — 1)). 

Man multiplizire die erste dieser . Crleichungen mit cos b, die 
zweite mit sinb und subtrahire dann die zweite von der ersten, so 

r 

erhält man : 

sina . cosb — ^^cos ä . sin b = (cos' b -|- sin ' b) sin (a — b), 
also weil immer GOs*b + sin'b = 1: - 

sina cosb — cos ä sin b = sin (a — b). . , 

Dessgleichen multiplizire mn die erste mit sin b, die zweite mit 
cos b und addire beide : ' 

sinasinb-f cos a cosb = (sin'b + cos'b) cos (a—b) = CQs(a — b): 
Man Jiat also 

sin(a — b) = sin .a COS b^" cos a sinb, | ng^ 

cos(a — b) == cos a cos b-j-: sina sin b. f 
Hieraus folgt nun • - 

. / ,x sin(a—b)_2 sina cosb — cos a sinb 

cos (a — b) cos a cps b -f- sin a sin b' 



26 - £ist6K AiMtchnitt. . 

oder wenn man Zäiiler und Nenner durch cosa cosb dividirt: 

.^^ . ^ l+tgatgb "^ ^ 
Ebenso: 

j ,.* cos(a — b) cosacosbr+sinasinb 

cotg(a — b) = -T— 7- — rT = ^ iH =^1» 

sm (a — b) $macosb-*- cosasmb 

und indem man Zähler und Nenner dutch sin a sin b dividirt : - 

^ , -. cotga.cotgb + 1 /,H-.x 

ct)t8(a — b) = — ^-r — % — ^—- (17') 

®^ ^ cotgb — cotgä ■. ^ 

Die vier Formeln (16), (17) und (17') gelten für alle möglichen 
(positiven) a und b," freilich noch unter der Bedingung, dass a > b. 
^Man wird sich nun leicht überzeugen, dass die Formeln (13) für 
jedes mögliche a ebenfalls gelten. Hat man z, B. cos (180** — a), 
so setze fnan in (16) 180^ für a, a für b, und. hat: 
cos(180* — a>=cosl80^^cosä + sinl80^.sina=(— l)cosa + 
. sin a = — ^ cos a. , 
IJm sin (270® + a) zii erhalten ,' setze ncian in (9) des §.8: 
a:=27Q^ a für hund hat: ' . . 
$in(270®-fa) = sin270**.co6a + cos270^sina = (— l)cosä4-- 
. sin a == — cos a u. s. w. 

Anmerkung. Benutzt man die Rissultate des §.7 und 8, so kann man 
mittelst der Formeln (16) leicht noch die trigonoinetrischen Fnnktionen einer An- 
zahl weiterer Winkel ableiten, was wir jedoch dem Leser üjberlassen woUeii,, in^m 
wir bloi0 die Ableitung andeuten. . Man findet nAmlich die trigonometrischen Funk- 
tionen des Winkels : , 

30, wenp a = 150, b = 12^, wodurch dann auch die von 87^ 

84«, 
81«,' 
69», 
66«, 
57«, 

so- dass man, in Verbindung mit dem in der Anmerkung zu §.8 Gesagten, die tri- 
gonometrischen Funktionen aller Winkel Tbu 3« zu 3« kennt! 

Wir haben in dem Seitherigen nur sin, cos, tg, cotg der Summe oder Differenz 
zweier Winkel betrachte't. Wollte man dieselben für drei, vier, .... Winkel haben, 
60 unterläge diess keiner Schwierigkeit; so wäre z.B. . 
sin (a "4- b -(- c) = sin a cos (b + c) + cos a. sin-(b -}" c) == . sin a [cos b cos c -:- sin b 

sin cj -|" cos ä [sin b tjos c -|- cos^b sin cj == sin a cos b cos c — sin a sin b sin c -|- 

cos a sin b cos c 4~ cos a cos b sin c, 
u. s. w. " ' V 



6«, 


»» 


a = I8^ b = 12, 


9«, 


»» 


a-27«, b- 18«, 


3^^ 


»» 


a = 36«, b = 15«, 


- 24«, 




a = 36«,, b = 12«, 


33«, 


»> 


a = 45«, b = 12«, 


39«, 


♦> 


a = 54«, b— 15«, 



»» . ' »♦ »' »» 

»» »» »♦ >» 

»» ♦» »» , »♦ 

»» »♦ »» »» 

»»* >♦ ' »» »♦ 

»t »» »♦ »» 
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Es bleibt uns, zur theoretischen Vervollständigung unserer hier 
geführten Untersuchungen,, noch der Fall negative^ Winkel zu 
betrachten übrig. Solche Winkel können nur in Folge von (ge- 
wissermassen) willkürlichen Voraussetzungen erscheinen, weijn map 
z.B. in §;'9 von AG aus in entgegengesetzjber Biehtung die Winkel 
durchlaufen würde> als dott geschehen. Da« Verhalten negativer 
Winkel, wie — A, lässt sich jedoch am besten aus dem Satze des 
§.9 finden, nach welchem ein Abzählen, also auch einzuzahlen von 
360 f an den trigonometrischen Funktionen^ Nichts ändert/ Dem- 
gemäss ist: ' . - • . 

sin (— A) = sin (360® — A) = — sin A^ 

cos( — A) = cös(360® — A);=cosA, , ,,^. 

tg(-A)==tg(360»-A.)--tgA, 'M ö; 

cotg (— A) = cotg (360 ^^A)^~ cotgA. 
Die Formeln (9) bis (12) in §. 8 gehen somit m (16) bis (17') 
des §.12 über, wenn^man — b fiir'-f-h sefe?t, und umgekehrt gehen 
die letztern in die erstern über; daraus folgt offenbar, dass diese 
sämmtlichea Formeln nicht nur für alle positiven, sondern auch für 
alle möglichen negativen Winkel gelten. * 

Wir haben nun im Vorstehenden die Verhältnisse der vier tri*- 
gonomeirischeü Funktionen ganz vollständig untersucht und ger 
sehen, dass die. Grundeigenschaften derselben die folgeiiden sind: 

1) Die Grösse sin A ist eine periodische Grösse, deren 
Periode 360® ist, d. h. sobald A um360®zugenoöimen hat, erfangt 
sin A seinen vorigen Werth wieder; nimmt A.nur um 180® zu, so 
erlangt allerdings sinA auch denselben Wferth, er. ist aber von ent- 



* Ist nameirtlich iü (16) b^a, obgleich beide positiv sind, so ist^i. — b ne* 
gntiv=— (b' — a), Also 

sin(a — b) = 8m[^-^(b — a)] =j= — sin(b — a). 

Aber sicherlich ^ * « «• • , 

sin (b -^ a} = sin b cos a — cos b sin a '=: — [sin a-cos b ^ — cos a sin b]# 
mithin sin(a^^ — b) :=r sin a cos b — cos a sin b, 

auch wenn b>a^ ' . •* • . .^ 

Ebenso cos (a — b) = oos [— ^(b — a)3 =s cos (b — a), 

f etne^ cofe (b ■=— a) ;=r pqs b cos a *+- sin 1) sin a = cos a cos b -f- sin a sin b, 
also cos (a — b) == cos a cos ,b -|-^ sjn a sin b, b ^ a. • 



1 
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gegeogesetztem Reichen. Ist A negativ, so hat sin A den entgegen- 
gesetzten .Werth von dem, den es far denselben positiven Winkel A 
hatte. Es sind diese Beziehungen in den Gleichungen : 

sin (Ä + 360 «) = sin A, sin (A + 180 ^) = — sin A, 

sin ( — A) =: — sin A , 
ausgesprochen. 

Die Werthe von sinA schwanken zwischen — 1 und -f-1» ohne 

diese Gränzen je überschreiten zu können. 

2) Die Grösse cos A ist eben so periodisch und die Periode 360®; 
für 180® Zunahme verhält sie sich wie sinA; für ein negatives A 
aber erlangt sie denselben Werth wie flir ein positives. Also 

cos (A + 360®) = cos A, cos(A+180®) = — cosA, 

cos ( — A) = cos A. 
Di^ Werthe von cosA schwanken ebenfalls nur zwischen — 1 

und-f-1- 

3) DieOrössentgA undcotgA sind periodisdi und ihre Periode 

ist 180®.. Für negative A erlangen sie die entgegengesetzten Werthe 
wie für positive ; man hat also : - 

tg (A -j; 1 80 ®) = tg A, cotg (A +. 1 80®) = cotg A, 
tg(r— A) = — tgA, cotg(— A) = — cotgA. 
Die Werthe dieser Grössen schwanken zwischen — oo und -|-«. 
Die übrigen Resultate würden sich natürlich eben so leicht aus- 
sprechen lassen, was wir jedoch hier füglich übergehen dürfen. 

Anmerkung. Wir haben beröits darauf aufinerksam gepia<^t, mneffaan» 
welcher Grftnzen die Werthe der trigonometrische.n Funktionen schwanken und 
wollen hier diesen Punkt noch einer weitern Betrachtung unterziehen, wobei wir 
zunächst bloss positive Werthe* von A betrachten wollen. 

Die Grösse sin A ändert sich mit wachsendem Winkel und zwajr'lst sie zuerst 
wachsend von A =€** bis A — 90«, dann abnehmend von A = 90<> bis J80®, femer 
abnehmend von A = 180<* bis A = 270" und zunehmend von A ±= 270*^ bis A = 
360**. Von da an beginnt wieder ^derselbe Verlauf. Die Gränzwerthe ^nd: und- 
-|- 1» + 1 und 0, und — 1, — 1 und 0, so dass also — 1 und-f" 1 ^ie äussersteo 
WeHhe von. sin A sind, die In keinem Falle überschritten werden kOnnen. 

Die Gr($sse cos A ttimmt ab von A = bis A = 90^, eben ^o nimmt sie ab von 
A = 90® bis A = 180«; zu dagegen von A = ISO« bis A == 270®, und eben so zn 
von A = 2^0® bis 360», von wo an derselbe Verl^iuf beginnt. . Ihre Gränzwerthe 
sind: -f- 1 und 0, und — 1, — 1 und 0, und +1, so da^s also auch hier — 1 
und + 1 die äussersten Werthe sind. Für cos A = ist nothwendig sin A c=*Hh 1 ; 
für sinA = aber cos A = + 1 ($. 12). Beide Grössen sind stetig verändej-Iich, 
d. h. sie ändern sich nur wenig, wenn A sich nur wenig ändert. 
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Die Grösse ^ A nimmt zu t^ü A =^ 0® Ms A := 90», eben so T^n A <= 90^ bis 
A = 180^ iron wo derselbe Terlaof beginnt. Ihre Grftnzwerthe sind und -l* ^« 
— 00 nnd 0, so dass ihre Anssersten Werthe — QO nnd -\-QC sind; bei A =? 60^ 
springt sie ▼on4~.QC> zu' — f^D über, ftndert sich also hier unstetig. Natürlich 
springt sie bei A :== 270® in derselben Weise über. 

Die Grösse cotg A nimmt ab Ton A = 0<> bis A = 90® and eben so Ton A= 90** 
bis A = 180<' ; ihre Gränswertfae sind -^ oo und 0, luid -^ eo, so dass sie zwi- 
schen — QO und -f~ ^ schwankte Von A =^ 180^ hat sie denselben Verlauf wie so 
eben, springt aber bei A ^ 180® von — QO zu -{-* oo, und bei 360o von — QC z\i 
-|- OD über. 

Das Verhatten bei negativen Winkeln wird sich eben so leicht aiifstellen lassen! 

§14. 

Aus den bis jetzt abgeleiteten Formeln ergeben sich in leichter 
Weise eine Menge anderer, wovon wir einige ableiten, die übrigen 
dem Leser zur eigenen üebung vorlegen wollen. Die hier nun er- 
haltenen Formeln gelten natürlich für ganz beliebige (positive oder 
negative) Winkel. 

Abts der Formel (9) in §. 8 folgt, wenn man b*= a setzt: 

^ sin2a^=sina.jCOSÄ-f-cosa.sina=:=2sin.acosa. (19) 
^ Setzt man in der dortigen Formel (10) dessgleicjien b = a: 

. COS 2aL=: oos a . cos a — sin a . sin a = cos * a — sin ' a. (20) 

Setzt man in (20) cos^a = 1 — sin*a, so ist 

cos 2a =±=1 — sin'a — siii*a= 1 — 2sin'a, (20') 
und wenn nian sin * a = 1 ^- cos ' a setzt : 

cos 2a = cos' a — (1 — 'Cos'a) = cos*a — ■! -j-cos'a 

= 2cos'a— 1. (20") 

Ganz eben so folgt aus (11) und (12): 

2tga •■ ^ cotg'^a — 1 >«-,v 
*«2a = j-f^. cotg2a=.-^^^. (21) 

Aus (20') und (20") folgt nun umgekehrt: 
2sin*a=l — cos 2a, 2 cos ' a== 1 4- cos 2a, j 

.^V/r^^062i . \ /TT^r2S 1 (22) 

sina= ± V -, cosa— ± V — '— — ;-, l 

in welchen Gleichungen das Zeichen iso.zu wählen ist, wie es sina 
oder cosa verlangen. 

Man kann diese Formeln auth etwas anders ausdrücken. Setzt 

A . ■ 
man nämlich a = — , so ergeben sich die folgenden Formeln : 
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Bin A =:= 2 sm— co^-57, cos A = cos^~ — sm^ = 1 — 2 sm -5^ 

= 2cos*Y~"l' tgA = ^, cotgA— —, 

, 1-tg^l 2cotg| ;(23) 

A : • . ' _^ 

2sin^---= 1— cosA, 2co§.* — =^ 1+cosA, 

. A ; A /l — cosA A , -4 /1-4-cosA 
8111^ = ± V - 2 ^ ^^ ¥ "^ ~ ^ ""~2 • ' 

Die Addition der Formeln (9) und der eysten (16), (10) und 
der zweiten (16), so wie die Subtraktion derselben gibt ganz un- 
mittelbar: ' 

. sin(a-|-b)~j-sin(a — b)=2sina.cosb, 

sin(a + b) — sin(a — b) = 2 cos a sin b, , . ^ 
cos (a + b) -|- cos {z, — b) =: 2 cos a cos b, 
cös(a-4^b) — cos(a — b) = ^— 2sinasinb. 
^Setzt.man in diesen Formelp: , 7 

a= — rs — > " =^ — 7, — » *'so a + b = A, a — b =;= b, 
SO erhält man : 

smA-f-smB = 2sml — ^^ — IcosI -^ I, 

sm A — sm B = 2cos I — ^ — I sm I — «"^ /y 

A . T^ n TA+B^ fA— B^ f ' [ 
cosA+casB = 2cosl ^ — ^ — IcosI — 5-^ 1» \ (25) 

cos A -r cosB = — 2 sm I — ^ I sm \j^ — I 



= ,,„(A±B).,(fcA). 



; Diess sind^die wesentlichsten Formeln, dü^ wir später benützen 
werdeä. Wir legen dem Leser zurUebung eine Reihe weiterer ohne 
Beweis vor. 

I — cos 2a 1 + cos 2a ^ ;. 1 — cos 2a 



> 



, 1 + cos 2a 

cotg'a = r-^ J-. 

1 -T- cos 2a 
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• * 

. « 2cotga • ^ l — tg'a ^ „* cotga — tga 

*«2* = ^^i?ltl» cotg2a = ^^, cotg2a=-^-2-^. 

2 . « • 2tg'a . ^ 1 — tg'a 

tg2a = , sm2a = -= — r^2~> cos 2a == •= — , ■ - , 

^ cotga — tga l+tg'a l + tg'a 

. ^ 2 cotga ^ cotg'a— 1 

sm 2a = , • ^ , , cos 2a = — -^ — p^. 
l + cotg'a cotg'a+1 

__ 1— (sin^a — cos^a)' - coa*^a — sin^^a 

pbs'^a — sin'^a ' ° 1 — (sin^a — cos^a)*' 

1 4- sin a = 2 sin* (46" + Ja), 1 — sin a = 2 cos*<45"' + ^ a), 

1+sina , w.EO L . X . ■ 1 - tg '(45»-^a) 
j-^-^^ = tg'(46o+U). »°«>- t + tg;(45*-Ia) ' 

'[±1-;; = tg(a-M5«) = cptg(45»-a), ^^^ = cotg(-a+45«) 

= tg(46'-a), l+tg*a = ^, 1 + coV a - ^, 

1 — cosa ■ , a 2tg{45'*— ia) . , 

-^^^ = tga.tgp .00«^= i_|.tg.(45.,^,y sina + cosa 

= V 2 . sin (45 *^-t{- a), cos a — sin a == \/ 2 . sin (46 ^ — a); 

, , sin(a + b) ^ ^ , 8in(a — b) . " , 

tga+tgb = — ^^ — ^—17, tga — tgb = ^ — ^ ~, cotga + co.tgb 

^ • ^ cosacösb ® * cosacosb & r. e 

_ sin(a+b) ^x^^ ^^.^i,_ «Hb— a) tga~ tgb _ 8iD(a— b) 

sm a sm b sm a sm b tg a + tg b sm(^-|-") 

cotga — cotgb sin(b — a) . , , .. * v i , v . / , \ 

— -2 — j -^ = . \ , — (, sm ' a — sm * b =? sm (a-f-b) sm (a — b), 

cotga + cotgb sm(b+a) \ i • \ /» 

cos^ a *-T- cos' b = — sin (a + b) sin (a t- b), cos^ a — sin' b 

/ I 1 \ ' / ^\ sin-a + sinb tg4(a-4-l)) cosa + cosb 

= cos(a4-b) cosfa — ^b), -z ■ — :-- = -^f) — ~^^ — - — U — - = 

. sma — Ämb tgf(a — b) cosa — ^^cosb 

_ ootgi(a+b) ^ co8(a— b)+ sin(a+b) = 2 8in(a+45'') cos(b-^46''), 

cos (a — b) — sin (a + b) = 2 sin (45*—:^ a) cos (b +45"), cos (a-j-b) 
H- sin (a— b) = 2 sin (46*-f-a) cos (45«+b), cos (a-^b) — sinXa- b) 

= 2 sin (45'- a) cos (46-- b). !^J±i|^ = tg Ka + b), 

COS a — cos b , , /, \ X 1- X cös (a -!♦ b) 

-: F — r— r = tg 4 (b — a), cotg b — tg a == ^^ — H77, 

sm a + sm b ^ cos a sm b 

, , cos(a — b) ., j - ,1, sin (a + b) sin (a — b) 

cotgb + tga= ,,,,.,,% tg'a~tg'b== J,»;,,,iu -y 

• cosasmb cos*aco8 b 
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1 1 X XI- co$(a— rb) , , ^ , cos(a+b) , , ,, 

l+tgatgb=5 ^5^ rf, l— tgatgb= ^ ' j ", J~ tg^atg^b 

'^ . cosacosb * ^ CQsacQsb ® ® 

_ cos(ä+b)<;Qs(a— b) cotg a + tg b _ ^^.^^ ^^ tg'a — tg^b 

cos'acDs^b ' tga-4-cotgb ^ ^ ' 1— tg'atg*b 

= tg(a + b)t^(a-b),^^^^ = tg(a+b)tg(a^b). 
sin a cos a -f~ sin b cos b == sin (a-|-b) cos (a — b), sin a.eos a — sii>b<;os b 

:-cos(a+b)sia(a-b), ilE^^i^^^^r^i finCa^ 

sina^-?inb cos^(a— :b) sina — smb 

^ sin i (a_+jb) , , , . . ._ . /^ _ vY _ 2 «in a 
- sin i (a - b)' *^ ' ^* + ''^ +• ^ ' ^* ■ ^ - eos a -f- cos V 

X 4 / • I i-\ X •/ IV 2sinb 

4 sin a sin b sin c = -^ sin (a+b+c) -|- sin (a-j-b — c) -f- &in (a — b-|-c) 
+ sin(" — a-}-b-|-c), 

sina-f-sinb-|-sinc=:sin(a-f-b4-c)-|-4sin^(a + b)sin4(a-f-c) 

sinKb-f c), , , 

4 cos a cos b cos c = cos (a+b-f-j) -f- cos (a-|-b — c) -f- cos (a — b^-^ 

.H-.'COß(— a + b + c), , 
cos a.-(- cos b -|- cos c =: — ^^cos (a+b-f-c) -}- 4 oos^ (a-f-b). cos|(a-f-ö) 

cosf{b + c), 
cos * a + cos * b + cos * c =; 1 + 2 cos a cos b cos c -^ 4 sin ^ U+b-j-c) 

sin^Ca + b— c)sin4(a — b-f-c)sin4( — a-f-b-f-c)^ 

X I X 1- I X X -X 1 X I sin(a+b4-c) 

tga+tgb + tgc = teatgbtgcH-;-^^ 

cos a cos b cos c 



Zweiter , Abschnitt. . 

Ber^cbnimg der trigonometrischett funktionell. Tafeln derselben 

und Benützung dieser Tafeln. 

§.15. 

Ans den im ersten Abschnitt aus einander gesetzten Lehren 
folgt, dass man nur die trigonometrischen Funktionen aller Winkel 
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zwischen und 45® zu kennen brauche, um sofort die Werthe der- 
selbißn für alle andern Winkel zu erhalten. Es folgt diess ganz 
unmittelbar auö der Ansicht der Formeln (8) und (13) in den 
§§. 6 und 9. Wir werden uns also zunächst mit dieser Aufgabe zu 
beschäftigen haben. - In §k 7 haben wir allerdings bereits für einige 
besondere Fälle die trigonometrischen Funktionen gefunden; die- 
selben können aber natürlich nicht genügen, da wir, des Gebrauchs 
wegen, die trigonometrischen Funktionen aller zwischen und 46® 
liegenden Winkel, weqigstens von Minute zu Minute kennen müssen. 
Es lassen sich zu diesem Ende auf der Stufe, auf der wir im Augen- 
blick stehen, zwei Wege einschlagen, die wir nun beide au3 einander 
setzen wollen, wobei wir jedoch bemerken, dass der zweite, etwas 
umständlichere, ohne der Deutlichkeit und dem Verständniss Ein*- 
trag zu thun, auch zunächst übergangen werden könnte. Wir haben 
ihn jedoch, seines theoretischen Interesses sowohl, als spätem Ge- 
brauchs wegen^ gerne beibehalten. Für beide Wege bedürfen wir 
übrigens des folgenden Satzes der ebenen Geometrie: 

Ist C ein Winkel kleiner als 90 ^ BD eiii 
mit dem Halbmesser CB = r zwischen seinen 
Seiten beschriebener Bogen, dessen Länge wir 
mit Bogen C bezeichnen wollen; ^ind DA, BE 
s;enkrecht auf CB, so ist 

AD < Bo^. C^ BE > Bog. C. 

DaCD = CB = rund 
AD BF 

. -^ = 8^0, ^ = tgC, al8oAD = r8mC, BE = rtgC, 
so folgt hieraus unmittelbar: 

r ■ r • 

oder, wie man auch schreiben kann : 

sinC<5^<tgC. (26) 

Daraus folgt fernei:, weil tg C = ^ : 

. ^^Bog.C . ^^Bog.C ^ Bog.C^ . ^ ^ Bog.C . 

smC < — - — , smC > — - — cos C, — - — > smC > — 2— cos C. * 



Fig. 11. 




* Das heisst also sin G liegt seinem Werthe nach immer zwischeik dem Werthe 

Bog.C ^ Bog.C ^ 
▼on — - — und — - — cos C. 

r r • 

Di enger, ebene Trigonometrie. S 
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Läs8t man nun C kleiner werden, so wird cos C mehr und mehr 
gegen 1 gehen, also — ^^— cos C mehr und mehr der Grösse '— 

sich nähern. Da nun immer sin C zwischen — ^-^ und — ^-^ cos C 

r r ^ 

enthalten ist; diese zwei aber mehr und mehr einander gleich wer- 
den, so wird also mit abnehmeiulem Q der Werth von sin C mit dem 

von — ^^ immer mehr übereinstimmen. * 
r 

Da femer vermöge der Beziehung (26) — ^ immer zwischen 

sin C und tg C liegt, so wird, in so ferne wir berechtigt wären, sin C 
und tg C nahezu als gleich anzunehmen, die näherungsweise Gleich- 
heit von sinC und — 2l_ ju ^i^ Augen > fallend seyn. Endlich ist 

klar, dass wenn einmal C klein genug ist,.dass näherungsweise sinC 
und tg G als gleich angesehen werden dürfen, diese Annahme für 
noch kleinere C noch mehr genähert richtig ist. 

Stellt AD die halbe JSeite eines in den Kreis vom Halbmesser 
GB = r beschriebenen regelmässigen nEcks dar, so ist BE bekannt- 
lich die halbe Seite des um den Kreis beschriebenen regelmässigen 

180® 

Vielecks von deriselben Seitenanzahl und es ist Winkel C = . 

n . 

Daraus folgt dann : 

AD . 180" BE 180" \^ . 180" ^ 180" 

— = sm , — = tg ; AD = r sm , BE = rtg ; 

r nr n n, n- 

ferner ist 

AC 180" .^ 180" ^^ 

— = cos , AC = rcos , CB = r. 

r ^ n n , 

Die Fläche des Dreiecks ACD ist aber der 2n*« Theil der Fläche 

des Vielecks im Kreis; eben so CBE der.2n*® Theil vom Vieleck um 

den Kreis. Erstere ist: 

AC;AD r* . 180" 180" 

r =: ^ sm - — r . COS , 

2 2 n n ' 

also die Fläche des Vielecks im Kreis: . 



* Man sieht leicht, dass im Grunde diess darauf zurückkömmt, dass mit ab- 
nehmendem Mittelpunktswinkel eines Ejreises die Sehne desselben mehr und mehr 
sidi seinem Bogen n&hert und zuletzt mit ihm zusammenßUlt. 
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die Fläche des Vielecks am den Kreis ist 

„ CB.BE 2n.r» 180* , 180" 

Geht man nun vom regelmässigen Viereck im Kreise aus, so 
kann tnan bekanntlich leicht die Inhalte der 4, 8, 16, .... Ecke in 
und um den Kreis berechnen * und erhält so für das regelmässige 
8Eck im Kreis: 2-8284271 r*, um den Kreis: 3-3137085 r', 

3-1826979 r^ 



16 „ ; 


• « 


3-Q614674r*, 


32 „ „ 


n 


31214451 r\ 


64 „ „ 


n 


31366486 r», 


128 „ „ 


n 


31403311 r*. 


266 „ „ 


n 


31412772r*, 



« 



« 1^ 



vt n w 



3-15l7249r^ 
3-1441184r\ 
31422236 r^ 
3•14l7504r^ 



* Man vergleiche ety^a: Legendre Geometrie, Bnch.IY, Satz XIV. Die 
hieher gehörigen Formeln sind: Seyeü F, F' die Jlächen des.regelmftssigen nEcks 
in nnd nm den Kreis; f, P die des regehnttssigen 2 nEcks in und um den Kreis, 
so ist: 

^-^ ' ~F+f 

Es folgt diess übrigens sehr leicht aus den im Texte angeführten Formeln. 

Denn man hat; 

■ nr» . 360" ^ , . 180« , , 180« ^, « ,. 90« 

. F = ---sin , f=nr*sin , F' = nr*tg — -, f' = 2iir*tg — , 

Zu n n n 

also 

. 180« 

sin ■ 

„„, n»r» . 360»» 180« nV „ . 180« 180« n ... ,180« ,, 

FF'=-— -sin tg =--- .2sin cos . 7s;:7, = n^ «"»» =f*, 

2 n * n 2 n n 180« n 

cos 

n 

, . . 360« 180» o 2 4 . » 180« • „ , . 180« 

^„„, nVsin ttr 2n*r*sin* 2nT'8m 

2FF^_ n * n ,_n n_ 

F-ff""nr* . 360« , . . 180«" , . 180« 180« , ' . 180«"" 180« , , 

-TT-sm hnr. sm nr sm cos hnr'sm cos --t-l 

2 n ' n n n ' n ' n 

^ , . 90« 90« 

4iir»sin — cos — - ^^^ . 

= W^ ^*- ^^ ^^^^ ^°^ ^^^^ = ^"'' ^ ^ = ^'• 

2 cos* — - 
n 

Nun ist die Fläche des Vierecks im Kreis = 2rS um den Kreis.= 4rS also 

die des Achtecks (n = 4): 

im Kreis = V^* = r» V8 = 2 8284271 r». 

2 2r* 4r* 16 r* 

um den Kreis = g^iqijTyg = 2 + V8 ^ 3;3137085 r» u. s. w. 

3» 
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512Eck im Kreis: 3-1415139r», um den Kreia: 31416321 1•^ 



1024 . ^ , 

2048 „ „ „ 

4096 . „ „ 

8192 „ ^ rr 

16384 , „ „ 

32768 „ „ „ 

65536 „ „ „ 
Man hat also: 

65536r» . 360» 



31415729r*, 
3-1416877r*, 
a- 1415914 r* 
31415923 r», 
3-1415926 r*. 
3-141 5926 r', 
3-1415926 r*. 



W 



r> 



n 



n 



yy 



n 



n 



f>. 



314160261^ 
31415951 r*, 
3;1415933r^ 
3•1415928^^ 
3-1416927 1^ 
3-1415926r% 



180 



f^^"6^ = ^'^^>^^2«'^''''''''%-2768=^-^^1^^2«''' 

-lOAO 180^ 

d.h. 32768 sin ^:^^ = 3-141 6926 = 32768 tg 



32768 

reo" 



32768' 



Aber 



.^^'° 32768"**' 32768 
180" 1 80 ! 60. 60 



180» 31415926 



32768 
= 20" ungefähr, also bis auf 7 De- 



32768 32768 

zimalstelien genau: 

sin2O" = tg20", ' , 

mitbin für jeden kleinern Winkel der Sinus der Tangente gleich, 
also, wenn a gleich oder kleiner als 20" : 

Bogen « 



sma 



'r 



TT 



Also z. B. 

r 360. 60. 60. r 18.60.60' 

wodurch sin ,10" gefunden ist. (Zum Mittelpunktswinkel 360" = 
360 ; 60 . 60"*gehört der Umfang = 2 r/r, also hat man immer 360 
. 60 . 60 : 2r;r = 10 : Bog. 10".) Nach §. 4 findet man hieraus 
cos 10" und wenn inan in (9) und (10) §. 7 setzt a= 10", b = 10", 
sö erhält man sin 20", cos 20"; setzt man dann a = 20", b=:20", 
so erhält man sin 40'^ cos 40"; f&ra==40", b = 2P" erhält man 
i^inl', cösl'; fiira= 1', b=: 1' aber sin 2', cos 2'; fura = 2', b = l' 
dagegen sin 3', cos 3'. Wief man hier weiter gehen konnte, ist klar, 
so dass man die Sinus und Cosinus aller Winkel von Minute zu 
Minute (ja wenn man- will von Sekunde zu Sekunde) berechnen 
konnte; daraus erhielt man dann nach §. 4 die Tangenten und Co- 
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V 

tangenten, so dass dieselben Nunmehr als bekannt angesehen wer- 
den dürfen* Die Logarithmen derselben, um 10 vermiehrti sind in 
den trigonometTischen Tafeln zusammengestellt, deren Ein- 
richtungsart und Benützung immer in denselben angegeben ist. 

Anmerkung. Es fiässt sieh allerdings noch ein anderer Weg zur Berechnung 
der trigonometrischen Funktionen aller Winkel von O bis 45® (was genügt) denken. 
Nach dem in der Note eu §. 1^ Oexeigten kennt man die trigonometrischen Funk- 
tionen der Winkel TÖn bis 45^, wenn man von 3^ zu 3^ fortschreitet. Da nach 
§« 14 der Sinus und Cosinus des halben Winkels aus dem Cosinus des ganzen ge- 
funden wird, so kann man Cosinus und Sinus von ly^ finden, und unter Anwendung 
der Foimeln (9) und (10) in §.8 wird man jetzt die Sinus und Cosinus aller Winkel 
Ton I^** zu 1^*' finden kSnnen. Aus den) cos 1^^ findet maü wieder sin'|^, oos \ 
und kann dann von |^ zu |^ fortschreiten. Wie man'diess weiter führen könnte, tst^ 
leicht zu übersehen. Von praktischer Bedeutung ist jßdöch dieser Weg ^nicbt, 'da 
die wirkliche Berechnung doch ia dieser Weise nicht geführt wird. 

Die trigonometrischen Tafeln geben in der Regel die Logarith- 
men der trigonometrischen Funktionen nur von Minute zu Minute, 
für kleinere Differen;;en muss man ein loterpolationsverfahren 
anwenden, das in den Tafeln seHbst erläutert ist. 

Der innere. Grund dieses Verfahrens lässt sich in folgender 
Weise erörtern. Man findet leicht, da&s fiir sieben Dezimalen genau . 
(wobei wir durch 1' den Winkel 1 Minute, durch n'' den von n Se- 
kunden- bezeichnen) : 



. Bog.r -. _ 

sml' = — - — , cosl'= 1, 



also, wenn n<;60: 



.// 



. ^, Bog.n^ .. ^ 

smn"= ,cosn" = l; 

r .^ 

Demnach: 

sin (A -4- n'') = sin A cos n" -|- cos A . sin n" 

Bog.n' 



.// 



= sinA-f-cosA. 



r 



AK Bog.n^^ _ 2ryr.n _ tv i 

Aber,— j^- - ^g^ . g^ 60 . r ■" "" • 180.60.60' ■'' 

sm(A+-n'0 = sinA + n.j|^^^. 
Mithin erhält man den Werth Von sin(AH-n")> wenn man zu 

cos .A 71 

sin A noch das nfache von .-^ i^A i*n addirt; also ist die Differenz 

loO . bO . 60 
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sin (A-f-n") — sinA eben diesem nfachen Werthe, gleich. Man 
wei^s aber aas der Lehre von den Logarithmen, dai^s wenn p und 
q zwei wenig von r verschiedene Zahlen (beide grösser als r) sind, 
die Differenzen logp — logr, logq — logr sich verhalten, wie die 
Differenzen p^-r, q — r, d.h. dass man (nahezu) hat: 

logp — logr:logq-rf logr = p — r:q — r. , 

Wendet man diesen Satz hier an, so hat man : 

log sin (Ä -j- n") — log sin A : log sin (A + 60") — log sin A 

« 

= sin (A -|- n") — sin A : sin (A + 60") — sin A, 
d. h. log sin (A-}~n") — log sin A : kg sin (A -[" 60") — log sin A 



/-x' 



COSA.^ ^ cos. A. TT X 

'^°-180.60.60-^^M8Ö.60.60~''-^^? 



folglich: ' - 

, • /A L /A 1 • A ' nögsra(A + 60") — logsinA"! 
logsm(A-f n") — logsmA = [^ ' g^ ; J n, 

{«•/AI i/\ 1 -AI' r*<>gsin(A+60")-'logsinA"| 
log sm (A + n") = log sm A -f ^-^ ^ — ' ^ \ ^ J n . 

Ferner ist 

Boe.n" 
cos (A + n") = cos A cos n" -^ sin A sin n"= cos A — sin A . — ^^ — 

^ r 

' — . A sin A . yr 

Woraus wie oben: 

log (JOS (A + n") — log cos A : log cos (A + 60") — log cos A 
= cos (A -f- n") ^— cos A : cos (A -f- 60") — cos A 

sin A. TT sin A. TT «n 

""""•180.60.60'"^^*180.60.60""'''^ ' 

mithin 

, ' ^ , ,,. . , , log cos (A + 60") — log cos A 
log cos (A + n") — log cos A = -^ ^ fio °' 

1 /A I n\ 1 AI log cos (A + 60") — log cos A 
log cos (A + n") = log cos A + — ^ ^ — ^ ^ — n. 

Weiter hat man : . * i cosA.ti: 

sm A + n . 



180 . 60 . 60 



sin A . TT 
cos A — n . 



180 . 60 . 60 



* /A I j,\ sjn(A + n") 

(' . . / cos A. TT \ t ^ . , ■ ' sin A. TT \ 
:^'°^ + ° i 80.60..6o J l'=""^+°-]80.60.6oJ 

; ■ 1 .1 . ■ ■ , I — ■ ■• > « .p i I III 

(sinA.TT ^ f . , sinA.TT \ 

'"'^ ■- " 180.60.6o J V''^ ^ + ° 180.60.6oJ 
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multiplizirt man wirklich und beachtet, da^Bs die Grössen: 
f sinA'.Tir A^ ,'. ^..f n \^ 

V^i8o.60.6oi ' "^"^^^^^.^ AisOöTeoJ 

immer sehr Uein sind, so erhält man: (genau genug) : 

sin A cos A -j- n (sin* A + cos* A) 



. /A X u^ 180.60.60 



— tgA-f-n. 



' cos*A 

n 



180.60. 60. cos* A' 
woraus ganz wie früher; 

I * /AI /A 1 . A , logtg(A4-60") — logtgA " 
logtg(A + n") = logtgAH — ^-^ — ~m ^^"• 

Endlich ist . 

log cotg (A ::}- n") = log [— tg (90« + A -f n"], 

also wenn m^n in der vorigen Formel 90« -f-A für A und zugleich 

— tg fQr tg setzt: > - 

log cotg (A + n'O = log (- tg (90« + A» 

iog[-^tg(A+90«+6Q")]-log[-tg(90«+A)] 

- 60" 

. A I log cotg (A + 60'0 — log cotg A" 
= logcotgAH — ^ — ■ ' ^Q ^ — ^ß- 

Die Grössen 
log sin (A 4" 60") — log sin A log cos (A -f- 60") — log cosA 

6Ö ' 60 

log tg (A + 60") — log tg A log cotg (A + 60") .— log cotg A 

60 ' 60 ' ' ' 

(von denen freilich die zweite und vierte nach §.5 negativ sind) 
heissen die Differenzen von log sin A, log cos A, logtgA, logcotg-A 
fiir 1" und sind in den Tafeln angegeben. Da ^ 

11 

log cotg (A + 60") — log cotgA = log^-^j-p^-- log^-^ = 

- log tg (A + 60") + log tg A, 
mithin 

log cotg (A + 60") — log cotg A _ _ log tg (A -f 60") — log tg A 

60 "* 60 ' 

so sind also die Differenzen für 1" bei logtgA und logootgA ein- 
ander gleich, wesshalb in den Tafeln nur eine Kolumne für dieselben 
eingeführt ist. Die Grössien 



^ 
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log COS (A -}■ 60^9 "^ ^^8 ^^ ^ -^ log cotg (A -f- 60-0 — ^og cotg A 

60 * 60 

dnd übrigens wie gesagt negativ (§. 5j, während in den Tafeln bloss 
ihre positiven Werthe angegeben sind. Daher, röhrt' es, dass für 
log cos und log cotg Subtraktionen zu machen sind. 

Die doppelte Bezeichnung . der Tafeln (d. h. de^ Eingang von 
oben und unten) erklärt sich sofort aus den Gleichungen (8), wäh- 
rend die Gleichungen (13) deutlich genug zeigen, wie man die tri- 
gönometrischen Funktionen für Winkel > 90" zu suchen habe. 

Ehe wir zu Zahlenheispielen übergehen, wollen wir nun zuerst 
den zweiten Weg aus einander setzen, auf dem man die trigonome- 
trischen Funktiofien hätte berechnen können. Wir bemerken dazu 
nur noch, dass diese zweite Darstellung Lionnet zugehört. (Yer- 
' gleiche Grunerfs Archiv, Theil VI, S. 205.) 

§.16. 

Bezeichnen wir den zu einem (Mittelpunkts-) Winkel A, den wir 
nicht über 45® voraussetzen, in einem Kreise vom Halbmesser r 
gehörigen Bogen dufch a, so ist nach §.15: 

sinA<— . (a) 
r 

Femer ist nach §.14: 

A rt • A A A - ^ , *A 

^ sinA = 2sm — cos— , cos— = 1 — 2sin — , 

2 2 2 - 4 

also .A^«.A A ' ^ ' t^ 

smA^=2sm— — 4sm-T sm —. 

^ 2 4 

■• 

A A 

Aber da der zu — , -r, in demselben Kreise gehörige Bogen 

2 4, . 

a a 
auch ^9 p * * * * ^^^ ^^ ^^^ ™^^ ebenfalls : 

.A^a.A^a .,A^a* 

also A . ,A ä a* j 1, ^ a' 

48m-8xn-<4.27.jgp,<J.h.<8P' 

mithin offenbar: 

A a' 
sinA>2sin-— g^. 
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A A 

Ganz eben so (indem man nach einander —,—,.... f&r A, al^e 

a a ' " 

— , j, . . . . fiir a setzt): 

. A _ , A. a ' 

8m->28in-— 4.^„ 

• A „^ -^ , A- a - 



• • • •• f , 

A A a* 

sin 2=^1 > 2sin- — i. ^^^^::jyp. 



Aus diesen Beziehungen folgt, wenn man di6 erste mit 1, die 
zweite mit 2, die dritte mit 2', die vierte mit 2', ....^ die letzte mit 

2"-*muitiplizirt: 

A a' 
. sinA>28ia-— — „ 

2' • A ^ «*••. A a .' 

8in->2'8iii-— 1.^„ 

-2'8in|>2'8in|-|.2^. 
2'8in|>2»8inA-|.-^,. 

• • • • ^ 

2- »«n ^, > 2- sin I - 1 . 5^;^,. 
Hieraus folgt durch Addition: 
8inA+2sin| + 2'8in^+....+2"-'8inr^>28inf+2*sinf 

+ .... + 2"-8in^. + 2-sin|-|^;(l+l+l+^^+.... 

d.h. wenn man das weglässt, was beiderseitig gleich ist: - 
sinA>2»-sin|^i^;[l+l + l+l+,... + 2^^^ 



da2"8in— == — — ^j |: 



r 
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r 2"r 

A 

Denken wir ans nun n werde immer gr^^sser, so wird ^ immer 

A . . a 

kleiner, mithin n9,ch §. 15 sin^^ sich inuner mehr ;— nähern, d.h. 

für ein miendlich girosses n ist sicher zu setzen : 

: A 

a 

Ferner lehrt die Behandlung unendlicher geometrischer Reihen, 
dass alsdann 

1.1.1+ =_J_^_J_^i • 

somit also, da obige Beziehung fiir jedes, alsq*£ku^h für ein unend- 
liches n gilt: - ' 



a 
r 
d.h. 



r 

•'»^>7-2li(7)' 0) 



Ganz eben so'ist natürlich: 

. A 

sin 



A a 1_ J_/:a^' . A. ,a J_ 1 ra^' 

also auch 

^^^\.tJ 2.2.3.4'Vr>' +2*.3».4«Vr>' ' 
d.h. da2.2.4'=2*: 



. ,A 

sm' 



mithin 



,..t..-t>..[i-3i^.(01,(i)'-J^.(9']. 
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also gewiss auch ^ . A . ,A^ 1 /^ä"\* l /^a"\* 



mithin 



eben so: 



A 



sinA<26in|-i(|) +1(7) , 
A .„ . A .1 /"a\' 1 fa^• 



sm 

'. A 

sin 



• « • • 



Dasselbe Verfahren wie oben gibt hieraus: 
,inA<2-sin|-l(|)'['l+^+l,+ .... + ^.] 

a 
Dividirt man wieder durch— ^undlässt n =^ «> wetden, so hat man : 

■f-.K9-[bj]-M9'[;fT] 

^ 3.2* y~r J '^2^ 15 \iJ 



<l-2 






'"^<7-5l3(7)*+.-X0(7)' <«) 



Sin 

Ako weiter 
sin' 



2'^2r 2.3.2'Vr>' "^2.3.4.5.2»Vr>' ^ 

• -^-* 1 ri^'_L____L___ri^* 

4'^2*r 2.3.2«Vi-7 ~f'2.3.4.5.2'<»Vr^ ' 
4 ^2*Vr^ ~32« W "^45.2" Vr^ 45.2'» Vr>' 
^226.2*'V.r^ " 



sin 



• ,A 
sm 



45 
d.h. 
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Da wir A nicHt > 46® voraussetzen, so ist ^ nicht > -r- 1 da 

r 4 V 

für A = 45®, a = — ^^jr — == -7- J, d. h. — < 1 , also ganz sicherlich 

L_riy+__L_fiy<o • 

46.2'*Vr>' ^226.2"Vry ^"' 
mithin eben so sicher 

'"» 4<2^W-3 2"«^ +4S 2^V7J • 
48in^«n*^<4[f^-3l,(i) +15^,(7)"] 

L2»V7J~3 2»V.7J "'"^•2"V7J J 
2*Vr>' 2'Vr>' '"5"2'*Vr/ 27"2'*Vr>' 

mUhin danieder -^.2^4(7) +6I5.2VT (7)' <0: 
. . A . ,A^ 1 ra^' 1 ra\» 1 1 ra^» 

also endlich 

. . ^- . A i /'a^' 1 ra\* 1 1 ra^» 

.A A lra^', 1 raV 1 ^C^\ 

m->28in--2,^7J +2^17^ "ö-F-'W ' 



sm- >2sm^--.(^-J +2t,1.7J -5-2^l7J ' 



♦ Für A = 90» wAre 1 = | und log (^45 . 2^» . (-)') =" 5-80382, 
log (^226. 2". Qy^= 8-21776, also 226.2 ««(^^yV 45.2 ^•.Qy. 

°" i6'2*«V2J •^225*2" V.2J • ?^Jso dieselbe Grösse wie im Texte noch 
negativ, selbst wenn A ^ 90". Alle frühern Begehungen gelten ohnehin auch bis 
A = 90^ so dass alles hier Gesagte für die Winkel von 0» bis 90" gilt. 
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• • • k . ' 

Bjehandelt man diese Grössen wie oben, dividirt wieder durch 

Q 

^ und l^sst n unendlich werden, so Erhält man: - 
r 

sinA^, 1 1 /-aV ,11 ra.\* 

T" ^^TZI^'^^+F-;; — tktj 

r 2* . ^^2* 

6 



1 J_ __l_ft\ 

52*»' ■ 1 Vr/ 



2« 



-^ 2.3Vry ^2.3.4,5Vrv' 2.3.4.5.6.rv.r/ ' 

Stellt man diese Resultate zusammen, so hat man: 
sin A < — , 

^r~2T3V.7J +2.3.4.5 V7-/' 



> 



a 1 ra^ '_^ 1 f^Y 1 raV 

r 2.3Vr>' ' 2.3.4.5 VrV 2.3.4.5.6.7 Vr^' ' 



richtig für alle A von 0^ bis 90®. Man könnte diese Betrachtungs- 
weise leicht fortsetzen, und es ist das Gesetz auch in den ange- 
gebenen Gliedern bereits deutlich ausgesprochen. , . ■ . 
Man hat nun^ben bo: 

cos A = 1 — 2 ßin^-r, 



aber nach (27) . A ^ a . ,A ^ a* 

, • «°2<2^'^"^2<4P 

r 

also 



. cosA>l-i(^y. (aO 

Femer nach (27) , 

. A^ a .1 r^y ..,A„ a* 1 ra%» 

*'" 2 ^2^-2:3:F'l7> ' '''* 2 >4?-3:2'l7J 



mithin 

cos 
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Weiter nach (27) 

. A . a 1 Y^v, 1 r^y 

" 2 <^ W ^ 3 '2^ W '+45*F W "is-F"* V7>' 

-^aSß 2««Vr>' • - 



11 raV, 1 1 /^aA*« . . 

od^rda^-.2tT(.-J+225-2^l7J <^ = 

. . A ^ . ra ^•_ 1 / a A * , ■ 1 /a A » 

" 2*^* Vr>' 2.3.4.2VrJ "'"2.3.4.6,.6.2 VrV ' 

--»-*(7)+a:j(7)-ir^(7)' («■) 



sm 
also 



u. s. w., d. h. 
cosA< 1, 

>1- 



& 



>i-i(7) +2^:4(7) -OTix^G) • 



(28) 



Die Beziehungen (27) und, (28)Veben ganz deutlich zu erten- 
nem in welcher Weise sin A und cos A, namentlich wenn A nicht 

Über 45** ist, wo dann - < 1 , bereehaet werden können- Setzt 



r 
man z. B. 



sm 



^-7~2!3(7)+rÄ:5C7)~rb ^(7) 



+ T20VrJj' 

so ist der Fehler, den man dadurch begeht, weniger als 

2Tr7V.r>' ~ 5040 V r^' ' 
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2tnA0 



und man hat sin A etwa$ zu gross. Für A = 10" z. B.. ist a = 
= Yg, also- = jg, mithin 



360 



^ 120 V18>' J' 

mit einem Fehler kleiner als -^jrrjr l^) =0-00000000098, so 

5040 V18>' 

dass also auf 9 Dezimaien genau der sin 10® gefunden werden kann. 

Hätte man gesetzt.^ 

8inA = i-^(^) +j|^(|) -g^(|) . 

SO wäre der Fehler kleiner als - . 

2,,..9VrV 362880 Vr>' 

und würde für A = 45^ also * = ? betragen : 0*00000031 und hätte 

r 4 

also erst in der 7***^ Dezimale Einfluss. 

Es geht femer aus diesen. Beziehungen herVor, mit welchem 

Rechte man für kleine A etwa 

sinA = —, oder , sin A = ^vJ » 

cos A == ly oder cosA = 1 — iC"") 

setzen darf, d.)i. welches die oberste Gränze des begangenen Fehler ist. 
Da, wie man leicht findet: 

fiirA= 29' noch J T^J <0-0000001, 
„ A = 6» 56' 32" „ j^ (~) .< 0-0000001 , 

„ A= 1'32" „ J (^ < 0-0000001, 

c • ^r^ 

„ A = 2''15'18" „ i f-l <. 0-0000001* 

24 Vr^ - 

717^ ,.' j. ^. . ^. ., >. o * 180« 180.60.60" 
• Die Berechnung dieser Orössen ist die folgende. Sey A = = — » 
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SO darf man also, ohne einen Fehler in der siebenten Dezimalstelle 
zu fürchten za.)iaben : 

bis A = 1 • 32" setzen cos A = 1, 

„ A= 29' „ 8inA=-, 

r 

„ A = 2»15'18" „ co8A=:l— 1(_^) , 

„ A = 6<»66'32" „ 8inA = i-i(i)=f[l-j(9*]. 

Diese letztem Beziehungen sind natürlich schon an und für sich 
von ^ossem Interesse nnd wir werden später auch^Gebrauch davon 
zu machen Gelegenheit haben. Wir wollen nun zunächst für eine 
Reihe von Winkeln die trigonometrischen Funktiohen aus den Tafeln 
bestimmen, und umgekehrt die Winkel aus den gegebenen trigono- 
metrischen Funktionen. 



so ist — = r-» und man setze : 
r n . 

I- f-Y = OOOOOOOl, n = , ' ^ , logn = 2*5710^94, 

D v.n-/ ^\ , 

V 00000006 

«, ut log ^^-^-^ = 3-24047?ie. l^-^-^ = 1739.7« = 28'6a-Y". also 
n n 

nahe 29'. . ^ 

-|g (j-^ = OOÖOOOOl, n = ^ * . , log n = r4813136, 

V 00000120 

, 180.60.00 ,«,^««,^ 180.60.60" «,«^„.. ..n..«.««.. .^ ^ 

log = 43302614, = b= 2 1392" =5*^ 66' 32", nahe 6«. 

n n 

■i f -1 * = 0-0000001, n = * log n = 38466348, 

2Vn-/ V 00000002 

180.60.60 ^ j.^^^j^ im.6o.eiy' ^ ^„ ^^,^^,, 

n n _ , 

^(j-^ = OOOOOOOl, n = ^ -7"^, logn =1-9020971, 

V 00000024 

180.60.60^ 3-9094779. '^■^ ■. ^' = 8118« = 2» 16M8". 
n * n 

Die oben betrachtete Orftsse — ist* übrigens gleich der L&nge eines init einem 

Halbmesser = 1 zwischen den Seiten des Winkiels A gezogenen Kreisbogens. 
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1) Zu suchen: . . 
logsin54«13'19-7". ^ log tg 30^50' 27-6". 

logsinß4" 13' = 9*90914&1, logtg30'50' =.9-7769077 

19-7. 1517 - +299 27-6.47-83 == -f 1320 

log sin 54na' 1^-7".= 9*9091760 log tg30' 50' 27-6'^ = 9-7760397 
logcos 74^57/26*9". logcotg86"32'?4-5". : 

logcQs 74^57' =9-4144082, logcotg86"32'20"=;=8-7816216 
26-9.78-36 = —2108 . . 4'5.349'5 = -.15 73 

logcos74*^57'26-9"=9-4141974 1ogcotg86''32'24:5"=8-78l4643 

2) Es sollen -die vier trigoaometrischen Funktionen von 
102*22' 56-8" gesucht werden. Nach §. 9 kann diess in doppelter 
Weise geschehen, indem - * 

102*^22'56-8" = 90^+ 12^22'56-8" = 180^— 77'37'3-2" 

log cos 12° 22' =9-9898043 

56-8.4-62. = —262 

log sin 102*^22' 56-8" = 9*9897781 

log sin 77° 37' =9-9897766 

3-2.4-62 ^ = +15 

log sin 102* 22' 56-8" = 9-9897781 

log sin 12°-22' =9-3307527 

56-&.95-98. '= +5451 

. logcos 102°22'56-8" = 9-3312978(— ) * 
log cos 77^37' =,9-3313285 

. 3-2.95:98, , = ^307 

log cos 102^ 22' 56-8" = 9-3312978 (—) 
logcotg 12°22' . — 10-6590516 
568.100-59 = . —5713 

logtgl02°22'56-8" = 10-6584803(--) 
logtg 77°37' =10-6584481 

;^ 3-2.100:59 . = +322 

- ^ log tg 102° 22' 56-8" = 10*6584803 
logtg 12° 22' = 9-3409484 (— ) 

56-8.100^9 = +5713 • 

logcotg 102°22'56-8" = 9-3415197 (--) 

r 

* Das zugefügte Zeichen (—) bedeutet, dass cos 102" 22' ß6-8" negativ ist; 
ähnliche BedButung kommt demselben Zeichen in den folgenden FÄllen zu. 
Uiengrer, ebene Trigonometrie. 4 
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logcotg 77^37' , =9-3415519 - 

3-2. 10059 = —322 

logcotg 102^22' 56-8" = 9*3415197 (— ) 

3) Die vier trigonometrischeta Funktionen von 196® 13' zu suchen. 

196* 13' = 180°+ 16* 13' = 270' — 73*^47'. 

log sin 1 6' 1 3^ = 9 '4460250 . ' 

log sin 196^3' = 9-4460250 (—) 
logcjos 73*47' = 9-4460250 



log sin 196» 13' = 9*4460250 ( - ) 
Jogcos 16»i3' = 9-9823674 
log cos 196" 13' = 9-9823674 (— ) 
log sin 73*47' = 9-9823674 
log cos 196* 13' = 9-9823674 (—) 
logtg 16° 13' = 94636576 
log tg 196* 13' = 9-4636576 (+) 
log cotg 73' 47' = 9-4636576 - 

log tg 196* 13',= 9-4636576 (+) 
logcotg 16* 13';= 10-5363424 
log cotg 196" 13' = 10-5363424 (+) 
log tg 73*47' = 10-5363424 
log cotg 196° 13' = 10-5363424 (+). 

4) Die vier trigonometrischen Funktionen von 300*47' 20" zu 
suchen. 

300* 47' 20" = 270° + 30* 47' 20" = 360* — 59* 1 2' 40". 

log cos 30*47' =9-9340482 

20.12-55 = —251 
log sin'300*47' 20" = 99340231 (— ) 
log sin »59*12' =9-9339729 

40.12-55 = +502 
log sin 300* 47' 20" = 9-934023 1 (— ) . 
log sin 30*47' =9.7090943 

20.35-33 = +707 
logcos300*47'20" = 9-7091650(+) 
log cos 59*12' , i= 9-7093063 

40.35-33 = —1413 
log cos 300* 47' 20" = 9-7091 650 (+) 



J 
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logcotg 50^47' ' =1^-2249538 
20.47-88 = -958 



log tg 300**47'20"= 10-2248580 (—) 
log tg 59" 12' = io-2246666 
40.47-88 = +1915 
log tg ^OO** 47' 20" = 10-2248581 (— ) 
log tg 30^47' =-9-7750462 

• 20.47-88' = . +958 • 
log cotg300°47' 20" = 9:7751420 (— ) 
log cotg 59' 12' = 9*7753334 
40.47-88 = -^1915 
log cotg300M7'20" = 9-7751419 (—). 
Obige Beispiele umfassen alle vier Quadranten. Ist ein "W^inkel 
über 360^ so lässt man von ihm so viele Male 360' weg, als diess 
möglich ist (§. 9) und sucht vom Rest die trigonometrische Funk- 
tion. Zur üebung legen wir vor: 

log cos 57r 4L' 48-8" = 9-9298478 (—), 
logcotgC— 1083^37' 49-1") = 11-1975978 (—), 
log sin 785' 24' 10" = 9-9586863, 
logsin(— 933' p' 40-1") = 9-7362387, 
logcotg 907' 19' 26" = 10-8910065, 
log cos (— 1586^18^35-7") = 99201496 (— ), 
log sin 686' 1 1 '48*8" = 9-7453409 (— ), 
log tg (-r- 566'33' 54-2") = 9-698970Ö (— ),^ 
log tg 939' 37' 40" = 9-91 80770, 
log sin (— 842« 54' 4-6") = 9-9240764 (—), 
log cos 1325' 47' 32-1'^ = 9-61283.30 (—), 
. logcos(— 974'46'26-9") = 9-4193355(— >. 

. ■ • .. '§.18. '. 

Ist nun umgekehrt der Logarithmus einer trigonometrischen 
Funktion eines WiQkels gegiebei), so kann letzterer den Tafeln ent- 
nommen werden, vorausgesetzt, dass man zuvor wisse, in welchem 
der vier Quadranten der Winkel liege. Dazu genügt es (§. 9) die 
Vorzeichen von Sinus und Cosinus, öder von Sinus und Tangente 
zu kennen, welch letzteres offenbar auf das erste zurückkommt. 

Die im ersten Quadranten liegenden Winkel ^können aus den 

4* 
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Tafein gasz anmittelbar entnommen ^werden; liegt der Winkel im 
zweiten Quadranten, so sucht man den Winkel im ersten Quadran- 
ten, der dieselbe trigonometrische Funktion hat, und subtrahirt ihn 
von 180*; läge der Winkel im dritten Quadranten, so hätte man 
jenen Winkel des ersten Quadranten zu 180* zu addiren; endlich 
müsste er von 360* abgezogen werden, wenn der Winkel im vierten 
Quadranten liegen würde. 

Dass man hier nicht über die vier Quadranten hinausgehen wir<f, 
ist klar, da ein Zu- oder Abzählen von 360* ganz beliebig gestattet 
ist (§.9). 

Wir wollen nun wieder einige Beispiele als Muster aufstellen. 

1) log sin X = 9-7362387 (+), cos x ebenfalls positiv. 
logsinx = 9-7362387 ^ 

logsin33*0'=:= 9-7361088 i|r^l. ^ 4008", x = 33*0' 40-08'' 

1299 ^"'^^ 

2) logcotgx= lÖ-1317658(4r), Mnx ebenfalls positiv. 

logcotgx = 10-1317658 36*26' 60" 

log cotg 36*27' =101315840 -7T^ = 41-2", —412 

44 'Ob 



1818 • x = 36*26' 18-8" 
3) log tgx = 10-3 j 76782 (— ), sinx positiv. 

log tgx= 10-3176782 179*59'60" 

logtg64*18'- 10-3176135 -^^ = 120", —64 18 120 



647 x = 115*41'48-0" 

4) log sinx = 9.7958800 (—), cos x negativ. 

log sinx = 9-7958800 ,,^^ 180* 

logsin38*40' = 9-7957330 41^ = 55-8", +38 40' 558" 

1470 x = 218°40'55-8" 

5) log tg X = 9-7408015 (— ), sin x ebenfalls negativ. 

log tgx = 9-7408015 . 359*59'60" 

logtg28*50' = 9-7407672 -^|!^ = 6-8", —28 60 6*8 



343 x = 331* 9' 53-2" 

6) log cotg X F= 1 1 • 1 976009 (+); sin x negativ. 

logcotgx = 111976009 3*»37'50" 180« 

logcotg3*37'60" = 11-1975677 —0-9 +3 37' 49-1" 

332 3^37' 49-1" x = 183*37' 49'1" 

^^^ = 0-9" 



333-4 
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7) log cas X = 9-9201496 (— ), sin x positiv. . • 

log cos x = »•9201496 33M'l'6p'' ir9»59'60" 

logcos33M2' = 9-9200994 —36-7 —33 41 24*3 



502 a3*4P24-3" x= 146M8'35-7" 
502 



= 35-7" 



1404 

Zur üebung legen wir noch vor: 
' iögtgx = 9-6989700 (+), sin x negativ, x — 206^ 33' 54-2'/, 
logcosx == 9-6956033 (—), sinx positiv, x^ 119*44' 41 "6", - 
logcotgx==9-8750611(— ), si4x positiv, x— 126^52^ 11-6", 
logsiilx = 9-9240764 (~), cosx positiv, x = 302** 54' 46", 
iogtgx= 10-2649570(4-), sinx negativ, x = 241<»29^4'5", 
log sin X =^ 9-7953500 (+), cos x positiv, x = 38® 37' 34-5", 
logco8x = 9-4193355 (—.), sinÄ negativ, x = 254*» 46' 26-9", 
iogcotgx = 10-1368230 (— ), cosx positiv,. x == 323** 52' 47". 
Es versteht sich von selbst, dass wenn zwei trigonometrische 
Funktionen desselben Winkels etwa gegeben wären,, dieselben den 
in §§.3 und 4 aufgestellten Beziehungen genüget müssen. 

§• 19- ■ . 
In den Anwendungen liegt die Aufgabe gewc^hnlicli so, dass 
man die trigonometrischen Funktionen in grössere Ausdrücke mit 
verflochten erhält und nun aus diesen Ausdrücken vermittelst loga- 
rithmischer Rechnung gewisse unbekannte Grössen suchen muss. 
Wir wollen diess an einigen Beispielen erläutern, die zugleich statt 
allgemeiner Darlegung dienen sollen. 

1) x = 2113-4,^.^ ^2*28' 59-7"- 

log2113'4=3-324a817 
■ log sin 7b"34' 17" = 9-9745378 ,„., ^. 

E.logsin42^28'59^7''==02704652^ "" ^ ' 

log X = 3-4699747 



* Das Vorzeichen E- bedeutet die dekadisclhe£rgä<nzüDg, welche man 
erhält, wenn man statt des betreffenden Logarithmus diejenige Zahl anschreibt, 
deren Ziffern mit jenen des Logarithmus 9 betragen. Man hat nämlich : 
log X = log 21 13*4 + log sin 70" 34' 17"^ — log sin 42** 28' ÖO'V" 
= 3^3249817 -f 9-97452(78 —.10 — [9-829^447 —10] 
.=^ 3-3249817 +.9-974Ö378 -,- 10 — [— 0. 1704552] 
= 3-3249817 + 99745378 + 01704552 — 10, 
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5. • _..... sin 24^ 8^45^^ 

z; X — oouu, ^^^ ^^ ^g, g^,, ^^g 3^ j. 25"' 

log6600=:3-8129134 
logsm24«8'4ö" = 9-6117876 
E . log cos 31 <» 49' 50" = 0-0707796 x = 3775-96. 
E. log cos 34" r 25" ~ 0:0815465 

logx=: 3-5770271 

V72Ö log 2 = 0-3010300 

3).inx = 2--^^. tiog720= 1-4286662 ^..o.Q.n.o^. 

E.log64 = 81938200* ""-^^ öy ö ü . 



4) tgX=:: 



Iogsinx = 9-9235162^ 
8227-32 sin 38" 37' 38-3" 



7014-23 sin 52"44' 22-2" 
log 8227-32 = 3-9152584^ 
log sin 38" 37' 38-3" = 9-7953600 

E.log7014-23 = 61540199 x = 42"36'49-8". 
E . logsin 52"44' 22-2" = 0*099 1462 

logtgx = 9-9637845 

s. _ 51612-06 1 

ö) cotgx_-^^g^:28 •tg35"23'6"' . 

Iog5161206=: 4-7127512 

E :iog 9389-28 = 6-0273676 

E . log ig 35 " 23' 6" = 0-14857 70 

log cotgx = 10-8886958 

. — tgll"39'52-P' 

b; ^^""-"^ tg56"24'4•5"• 



x=:7"2^45-l". 



was ganz o&enbar auf das im Texte Angegebene herauskömmt. Statt also den 
Logarithmus einer trigonoYnetrischen Funktion zu subtrahiren, wird man bloss seine 
dekadische Ergänzung addiren. 
Im dritten Beispiele, wäre: 
log sin X = log 2 + i log 720 — log 64 = 0-3010300 + 1 '4286662 — 1 -8061799 
= 0-301öä00 + 1 -4286662 + 10 — 1-8061799 — 10 
= O-3OIO300-f 1-4286662 + 81938200— 10, 
so dass man statt den Logarithmus einer Zahl zu subtrahiren, die dekadische Er- 
gänzung desselben addirt, aber von der Summe'. schliesslich 10 weglassen muss. 

* Die Bedeutung - dieser Abkürzung ist in der yorangehenden Note bereits 
erläutert 
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logtgll«39'52-X" = 9-3148011 
Elogtg56^24^4'5^^* — &'8224080— 10 x = l72m'25-4". 

logtgx^ 9-1 372091 (-) __^ 

_ Y / sin5"23<24^^sin66^51^2^^ 

7) tgx— y sin 115«41'44".. sin 43^27' 18"* 
log sin 6^ 23' 24'^ = 8-9728263 
logsin66^51'2" = 9-9635435 

E.logsinll6<>41'44" = 0-0452218 x=: ^0*28' 15.9". 
E : log sin 43^ 27' 1«" =£1^625474 

- 194441380 

dividixt durch 2: 9-5720690 = log tgx. 

8) x = 857 sin 102*22' 56-8" -hl098cos210n'26-8". 

log857 = 2-9329808 
log sin 102** 22' 56^8" = 9*9897780 857 sin 102*22' 56-8" 

2-9227588* ^ — =837-064 

log 1098 = 3-0406023, ^ 

logcos2lOM'2g-8' = 9-9374251 (~) ' / 

2^9780274 (—) 

1098.cos210M'26-8" = ~^50M666 

. • x=-' 113-601 

cos 24*10' 8" cotg 64*^8' 59-5" 
^) ■ ^*^''- coall5*57'48- ' ' 

log cos 24* 10' 8'' = 9-9-601579 <■ 
logcotg64^58'59-5"=^ 9-6690051 '' x=: 135*47'55-2" 
E . log cos 115* 57' 48" = 03687283 (— ) ' *. . 

logtgx = 9:9878913<~-) 

- 520.sin23*25' 
JO) ^^^^'^ -312. sin238* 16^ sin 32*52'' 

log 520= 2-7160033 
logsin23*25'= 9-5992441 : 

E.log312«= 7-5068463 x= 145*7' 46-8" 

E.logsin'238*16'= 0-0703229 (—) 
E. log sin 32* 52'= 0'2654614 . ' ' 

logcotgx = 10-1568670 (—) 

♦ Da log tg 56" 24' 4-5" = 10* 1776919, so wird man zuerst 10 abziehen, was 
durch — 10 angedeutet ist, und dann die dekadische Ergänzung von 0*1775919 
addiren. 
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325-64 sin 68«42' 

11) sinx = .,g ^. . 

^ 415*64 

log325-54 = 2-5126044 

E . log 41 5-64 = 7^3812826 

logsinx = 9-8631590 (—) 
Diese Beispiele mögen genügen. Wir haben in denselben je- 
weils für X den kleinsten positiven Winkel gewählt, der der Aufgabe 

* 

genügt. Wir wollen jedoch hier noch die Untersnchung über die- 
jenige^ Winkel beifugen, welche dieselbe trigonometrische Funk- 
tion haben. 

1) Sey bloss gegeben: 

sin X =2= a 
und a positiv, so wird man für x einen zwischen und 90® liegen- 
den Winkel erhalten; derselben Gleichung genügt aber auch der 
Winkel 180*^ — x (§. 9), so wie alle Winkel, die man durch Zu- oder 
Abzählen von 860® von diesen zweien erhält; so dass x, 180* — x, 
n.360^+x, n. 360*» 4- 180°— X, x — n.360*, 180°— x — n.360^ 
wenn n=: 1, 2, .... istj^alle möglichen Winkel sind, für die sinx = a 
ist. So würden im B«ispiel Kr. 3 für x erhalten werden können : 
56'59'5", 123^0' 55", 360' +56' 59' 5", 2. 360' +56' 59' 6", .... 

360'+ 1 23' 0' 55", 2.360'+ 123*0' 55", , 123'0'55" — 360', 

123'0'55^' — 2.360',...., 56?59'5'*— 360', 56'59'6"— 2.360',.... 

Ist a negativ, so erhält man für x einen zwischen 180' und 270' 
liegenden Werth, und alle Winkel, für welche sinx:^a, wäiren: 

X, 640' — x-, n.360'+x, n.360' + 540'-rx, x — n.360', 

540' — X — n.360'. 

Dass der Werth von a zwischen — 1 und + 1 liegen muss, ver- 
steht sich von selbst. 

Wäre a = 0, so hätte man die Winkel: 
0, 180',.n.360', n.360'+180', — n.36Ö', — n.360'+180'. 

2) Sey bloss gegeben : 

cos X ^= a, 
und a positiv, so erhält man einen zwischen und 90' liegenden 
Winkel, und alle Winkel sind: 

X, 360^ — X, n . 360'+ X, n . 360^+ 360' -r- x, x — n . 360', 

360' — X ^ n . 360^ 
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Ist a negjitiv, sojerhält man einen zwischen 90® und 180® liegen- 
den Wnkel X, und alle Winkel, für welche cosx== a ist, sind: 

X, 360® — X, n . 360®+ X, n . 360® + 360® — x, x — n . 360®, 

360®— X— n.360®. 

Für a = hat man die Winkel 90®, 270®, 90® + n.360®, 
270®+ n . 360®, 90® — n , 360®, ^70® — n . 360®. 

3) Sey bloss gegeben: •• 

tgx=x:a ' 
und a positiv, so erhält man emen Winkel x z wischen. und 90®, 
und alle möglichen sind-: 

X, n.l80® + x,x — n.l80®. 
Für ein negatives a liegt x zwischen 90® und 180®, die Winkel 
sind aber wie so eben bestimmt. 
Für a =r hat man 0, ± n . 18Q®. 

4) Sey endlieh bloss gegeben : . , 

cotgx = a, • ^ 

so erhält man für ein positives a einen Winkel zwischen und 90®, 
für ein negatives zwischen 90® und 180®; alle Winkel sind alsdann: 

X, x + n.l80®, X — n.l80®. 

Ist a = 0, so hat man 90®, ± n . 180® -f 90®. 

Wir fugen schliesslich noch das Verfahren bei^ nach welchem 
man aus den Tafeln, wenn man den Logarithmus einer trigono- 
metrischen Funktion eines Winkels kennt, den einer andern Funk- 
tion desselben Winkels berechnen kann, ohne den Winkel selbst 
aufzuschlagen. 

Sey X der unbekannte Winkel, X-eine trigonometrische Funktion 
desselben (z.B. sinx), die man kennt; $ eine andere trigonometri- 
sche Funktion von x (z. B. tgx), die man sucht. (Genauer gespro- 
chen: Man kennt logX und sucht lag$.) In den Tafeln wird nun 
log X nicht geradezu enthalten seyn ; sey also in der gehöi'igen 
Kolumne logX' der nächst vorangehende, logX" der nächst folgende 
Werth, so wird man in denselbeit Horizontalreihen log f und logj" 
erhalten. Sind x', x-'' die zu X' und X", also auch zu 5' und 5'- 
gehörigen Wiakel^ so hat man nun (§.15): 

logX" — logX'rlogX — logX' = x"-x':.x — i' ' • 
l»g J" — log?' : logf — logj' = x'"— x' : x^ X', 
d.h. 
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log X" — log X' : log X — log X' = log ?" — log |' : log | — log r 

logl-logl- iogX"-logX' 

iog.-w.>i Oogx-h>gxo(iogr--iogr) 

iog§_iog§-t- . lo:gX"-logX' 

Die Diflferenzen log X" — log X'. log J" — log ?' stehen nicht 
geradezu in den Tafeln, wohl aber derea60J" Theii, wenn- die Tafeln 
von Minute zu Minute gehen.; da aber diese beiden Grössen in ein- 
ander dividirt sind; so kann man offenbar ihren 60*^1 Theil, d. h. die 
entsprechende Differenz für 1", für sie setzen. Wir wollen an «inem 
Beispiele zeigen, wie diess Verfahren anzuwenden ist. Sey gegeben 
log sin 1 = 9*9340231, man. soll log eosx, logtgx, logcotgx be- 
rechnen. 

1) logX' = 9-9339729, Diff. 1" = 12;65, log?'.— 97093063, 
Diff.l" = — 35-33, logX = 9-9340231^ logX— logX' = 602 

(log X-logXQQogr'- logg') ^ 502.35-33 

log X"— log X' 12-65 ■ 

log?' = 9-7093063 . • 

— 1413 . 
log cos x = 9-7091650 

2) log X, log X' wie vorhin, logr=10-2246666, Diflf. 1 "=47-88- 
(log X — log XQ (log g" - log r) ^ ? 502 . 47.-88 " 

logX" — logX' "^ 12-55 — ^'^^^• 

. Iogr=10;2246666 

-f-19l5 
log tgx-c= 10-2248581 ■■ . 

3) logX', logX wie früher, Iogr=9'7753334, Diff.l''=— 47*88. 
(tog X — log XQ (log I" -^ log gp 502.47*88 ..,. 

, logX"-logX' 12-56 - - 

^ logg' = 9*7753334 .^. 

— 1915 
logcotgx = 9*7751419 

Der Winkel x ist übrigens = 59" 12' 40".: 
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... J-ao.; 

Die nächste Anwendung der seither dargestellten Lehren ist die 
auf die Auflösung der Dreiecke. Die Geometrie lehrt, dass wenn 
gewisse Theile eines Dreiecks gegeben sind, die übrigen durch Zeich- 
nung daraus abgeleitet werden können; die Rcfchnung hat nun ebenso 
nachzuweisen, wie durch dieselbe« aus den gegebenen Stücken die 
unbekannten gefanden werden können. Wenn auch nicht gerade 
nothwendig, wollen wir doch zuerst das rechtwinklige Dreieck be- 
trachten, da die in demselben vorkommenden Fälle so einfach sind, 
dass sie gB.nz wohl ais erste Beispiele der Anwendung dienen kön- 
nen. Was die Bezeichnung anbelangt, so werden wir künftig immer 
die drei Winkel eines (beliebigen) Dreiecks mit A, B, C, die ihnen 
entgegenstehenden Seiten mit \a, b, c bezeichnen. Für unsern Fall 
sey B der rechte Winkel. Wir haben nun folgende Fälle zu be- 
trachten: 

. 1) Es ist^die Hypothenuse und ein spitzer ^^•^* 

Winkel des Dreiecks gegeben. Alsa bekannt 
sey b nebst A, 90 Ist ' . , 

- -- = cosA, c = bcosA: — = sinA, a = bsinA; 
b b 

Eben so wenn b und C bekannt wären : ' 

~ = cosC, a = bcQ8C; — = sinC, c = bsinC; A=90® — :C. 
b ^ b 

Als Beispiel wählen wir : * . 

b = 475-28, A = 64« 28', alöo C = 90' - 54' 28' = 35' 32^ 

^ logb = 2-6769495 . logb = 2-6769495 

logcosA=_97643080 16g sinA = 9*9105057 

löge = 2-4412675 log a =± 2;5874552 

c= 276-221 a= 386-772. 
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2) Es ist eine Katbete nnd ein Winkel gegeben. 

— ^cosA, c==bcosA, b = r^; — = tgA, a = ctgA; 

b , cosA CT. 

C = 90* — A. 

a a c ' ♦ * 

r = 8inA, a = bsinA, b= -r— r; — = cotgA, c = acotgA; 

b smA a 

C = 90" — A. 

c = 312, A = 4' 34' 62-4'V also C = 86* 26' 7-6". 

logc = 2-4941546, logc = 2-4941546 

E. log cos A = 0-0013896 : logtgA = 8:9 037856 

logb = 2-4955442 Joga = 1-3979402 

b= 312-9999 . a= 25-0000. 

3) Es sind die beiden Katheten gegeben. 



a 



tßA==— , tgC=— , b=Va*+c' oderr=sinA, a = bsinA, b==-r- r- 
° c a h sinA 

c = 135-9, a = 206-893. 

loga= 2-3136417 logc = 2-1332195 . loga=:2-31364l7 

Elogc=: 7-8667804 E log ^ = 7-6863582 JEIogsin A = 0-0785272 

logtgA= 10-7804221 logtgC= 9-8196777 log b =2-3921689 

A= 56' 34' 23-2'^ C = 33° 25' 36-7" b= 246-699. 

4) Es ist die Hypothenu^e nnd eine Kathete gegeben. 

sin A = — , cos C=T-9 c = Vb* — a* =; V(b + a) (b -^ a). 



cosA=p sinC = ^, a = Vb* — c^ = V(b + c)(b--c). 

Auch zieht man hieraus : 1 — cos C = —r— ,'d. h. 2 sin* i C = — r — , 

b ^ b 



•tiri b — a ..^ \/b^a 



(im zweiten Falle sin^ A = \/ -^ttJ' 

.a = 760, b = 76L 

loga = 2-8808136 log (b -f- a) = 3-1821292 

E log b = 70186153 log(b -a) = 0- . 

log sin A = 9-9994289 3: 1821292 

A = 87^3'44•5" logc = 1-5910646 

C = 2" 56' 15-5" 'c = 39-000 
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. log (b — a) = Ö-OOOOOOO 

• Elogb=:7-11861.62 

~ Elog2 = &-688.9699 

16-8175851 
log sin^C = 8-4087926 
.. JC:=l»28'7-68^' 

G = 2» 56' 15-4" (genauer *). 
Als Beispiele zur JJebnng mögen folgende Angaben dienen : . '. 
a = 308, c =^ 75, b = 317, A = 76« 18' 52", C = 13'41'8'^, 
a = 204, c = 253, b = 325, A= 38» 52' 48-3", C=^l*7'll-7", 
a = 48, c=;575, b=^677, A = 4" 46' 18:8", C = 85? 13' 41 '2", - 
a = 240-601, 0== 311-172, b = 393-28, A=37'42', C = 52"'18', 
a = 136, c=:273, b = 306, A = 26»28'51-7", t; = 63»31'8-3", 
a= 109-032, c = 68-754, b =128-9, A= 57''45'54", C=32n4'6". 
Die einfachste Anwendung dieser Sätze ist die auf die Höhen- 
messung. Ist BC ein senkrechter Gregenstand, und man misst AB 
nebst dem Winkel A, so kann, man BC leicht berechnen.. 



Fi(.U. 



§.21. 

, In §. 15 haben wir schon einmal die regel- 
mässigen Vielecke ii^ Kreis und die demselben 
umschriebenen betrachtet. Wir wollen nun hier 
die Formeln zusammensteUen,, welche auf die- 
selben Bezug haben. 

Sey AB die Seite . eines regelmässigen Viel- ^ 
ecks Yon n Seiten im Kreis, r der Halbmesser des 
Kreises; CG senkrecht auf AB, BE senkrecht auf 
CG, so ist DE die Seite des regelmässigen Viel- 
eckg von ti Seiten, das dem Kreise umschrieben 
werden kann. • 

Bezeichnen wir nun die Seite AB mit s, die 

DEmitS,soistAF = is,DGr=iSundACB^— ,ACG=: 




mithin da 'CA = CG = r : 



n 



n 



i ® 

*— = sm 



180* _ . 180« ., S ^ 180" ^ ^ 180* 

-— , s = 2rsm^— ;J- = tg-— , Sr=2rtg— -, 

n n r . n n 



* Man Tergleiche hiemit das in §.30 Gesagte. 



62 Dritter Abschnitt. 

vermittelst welcher Formeln s und S'aasr berechnet werden, um- 
gekehrt folgt daraus: 

8. . S 180^ 

n 

wenn man r aas s oder S sucht. Man hat übrigens auch: 

180' 

6_ *^ n _ 1 ^ 180>. ^_ s 

l~-~T8Ö'~'^iS^'^~ ^^^ n '- - !8Ö*-. 

sm — =- cos ^ cos-- — 

• n n n 

Da ' CF 180° ^^ 180° 

— = cos , CF = r.cos , 

r n ' . n ' 

so ist die Fläche des Dreiecks AGB : 

180° . . 180° 180° : i . 360° 

' Äs.r.-cos ^r'sm cos = irsm-^ — 

' n n n * n 

(§. 14 Fortner(19)), ; 

ist also f die Fläche des regelmässigen nEcks im Kreis, so ist 

• . ,'jt ' 360° . . 
^ n 

t Eben so ist die Fläche des Dreiecks DCE: 

180°' . . 



iSr = r'tg 
, . n . ^ 

also wenn F die Fläche des um den Kreis beschriebenen Vielecks ist: 

F = nr*tgi^>(§.15). 
Ulngekehrt zieht man hieraus :^ 



V2f \ /F 180° 

— 360°'^ = V^«otg — . 

n sm — '— 
n 

Wollte man aus den Seiten 8 und S die Flächen erhalten, so 

hätte man : 

2 . 180° 180° 
« Q^AO ns^sm-— cos 



. , , . 360° 4n.s* . 360 
f=^n.r'sin = — - — 737^5 sm 



n n 

sm = 



n ^ . ^180° n ^ . ,180° 

4 sm - — 4 sm 

n; « . • n 

- ns' / 180° 
==_.cotg— , . ^ 



Berechnung der Dreieeke, oder spexielle Trigonometrie. 

nS* 



63 



, 180» • S* ,180» ISO* 

F = n.r tff — '■ =n.-7-cotg .tg 

n 4 ' n n 

wörans dann umgekehrt folgt: 



QQtg 



180« 



s 



V4f . 180* ^ \/4F, 180* 
•n « . ▼ ~ 



n '^ n n 

Wie man überhaupt diese Formeln weiter verbinden kann, ist 
leicht zu. übersehen. Sey z.B. 

f=2412.7-94, n=:37, =^ =4^61' 53-51'', ^^ =9^ 43' 47-02'' 



n 

log f=: 4-3826202 

log 2 = 0-3010300 

E. log n = 8-4317982 

E. log Sil) 7-^ 



n 



logtg 



bgf±== 4-3825202 
log 4 = 0-6020600 

t^ = 8-9299934 



=;;: 0-7721112 



n 



E.logn = 8^4317982 



, 2-3463718 
logs = 1-1731859 
8 = 14-8998 



3-8874596 
^ log r= 1-9437298 
r = 87-8475 

Stellt AGB ein gleichschenkliges Dreieck 
vor» in welchem AC = CB und man zieht CD 
senkrecht auf AB, so ist AD = DB, ACD = 
BCD und man hat also zwei rechtwinklige , 
Dreiecke. Sey nun AC = CB = a, Aß = c, 
A =: B, so ist 

AD = ^c=:ACcosA=acosA, c=:2acosA; - 
AD==^c = ACsin^C==asin^C, c=^2asin^C. 

Dass diese Auflösung ganz unmittelbar ihre- Anwendung ündet, 
wenn in einem Kreise eine Sehne gezogen wird und man die beiden 
Halbmesser ari ihre Endpunkte zieht, ist klar. Ist in der vorher- 
gehenden Figur 13 die Sehne AB =,s> der Winkel ACB = a,- der 
Halbmesser AC = r,,so ist also ' / _ 




s = 2rsin4«, v = 



s 



2sinia' 
die Fläche des Dreiecks ACB ist; ^ 

AB . GF 2 rsin ^a . r cos ^a r*&ina 

2~~~" 2 "~~"^ 2 * 

Bezeichnet man die Länge des Bogens AB durch Bog. a, so ist 
also die Fläche des Abschnitts AFB6: 
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^r.Bog^a 



r*sina 



2 

Sey z. B. T =^ 8247, a == 94^6' 12" ^ 339972^' und 

2 r Tir . 339972 _ r tt . 339972 
Bog.ft-^ 360.60.60 "" 180.60.60* 

log r = 2-9162960 logBog.a = 3l333140 
log TT = 0-4971499 log r = 2*9162960 

log 339972 = 5-5314432 E . log 2 = 9-6989699 

E . log 180 . 60 . 60 = 4-1684249 5-7485799 

logB()g.a== 31333140 ^rBog.« = 560505-5 
. log sin « = 9.-9986967 
2 log r = 5-8325920 ; 
E. log 2 = 9-6989699 
5-5302586 
ir*sina = 339046-0 
Abschnitt = 560505-5 — 339046-0 = 221469-5. 

Anmerkung. Eine weitere hieher gehörende Aufgabe wäre etwa die folgende : 
Man kennt die Halbmesser- R und r zweier Rollen, sowie den Abstand a ihrer 
Mittelpunkt^ und soll die Lllnge des Bietnens berechnen, der über beide weggelegt, 
sie umschlingt. 

Der Riemen ist gemeinschaftliche Tangente an beide Kreise. Seyen also C, c 
die Mittelpunkte der zwei Rollen ; D, d die zwei Punkte, in denen die gemein- 
schaffcliche Tangente die zwei Kreise berührt, so gibt es zwei andere Punkte D', d', 
die unterhalb Cc liegen, in derselben Weise, wie' I> und d oberhalb Ce (di^ Kon- 
struktion der Figur ht sehr leicht und bleibt' dem Leser überlassen). Seyen nun 
E, e die zwei Punkte, in denen die nach beiden Seiten yerlftngerte Ce die zwei 
Kreise trifit, so ist der halbe Riemen = Dd-|-Bog. de -[~ Bog. DE. Nun ist aber 
der Winkel DCE (wenn R > r) ein stumpfer = 180^ — a und man hat, wie leicht 

■R-s-r' 
ersichtlich , a = dce , und cos a = — -7-, ' wodurch a bestimmt wird. Dann ist 

Bog.de = Bog.« = gjg^^^^,Bog,DE= 3^ ^^ ^^ , wenn a mid 180^ ^ a 

in Sekunden ausgedrückt werden. Femer ist Dd = Va*. — (R — r)*, also ist die 
Länge des Riemtos = 

2V a>-(R^r)» +. ^'^" 4R^(18Q0-«> 

^ ^^360.60.60^ 360.60.60 

Sollte eine Kreuzung des Rieipens (zwischen den zwei Rollen) vor sich gehen, 

60 wäre jetzt die Länge des Riemens = 

ot>i TTTT-^t . irrt(180<»— «) ; 4Rä(1800 — a) R+r 
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• §. 22. - 

Wenden wir uns nun zur allgemeinern Aufgabe, äie uns in die- 
sem Abschnitte beschäftigt, so haben wir zunächst drei Sätze auf- 
zustellen, die uns in allen Fällen zur Auflösung der Dreiecke dienen 
müssen. Dieselben si^d die folgenden. 

Erster Hauptsatz der Trigonometfiei^ In jedem Dreieck 
verhalten sich die Seiten wie die Sinus der ihnen entgegenstehen- 
den Winkel. 

Kg. 15. 





Sey ABC das fragliche Dreieck, dessen Winkel A, B, C und 

dessen diesen Winkeln Entgegenstehende Seiten a, b, c seyen. Man 

ziehe CD senkrecht auf AB und ^sey CD = h, so hat man fiir den 

Fall der ersten Figur: 

h h 

sinA = r-, sinBr=— , h=^b-sinA, h==asinB, 
Da 

woraus folgt : . bsinA = asinB, b:a = sinB:sinA. 

Für den Fall der zweiten Figur : 

h h- 

sinA = r-j siua = — , «=180*^ — B, sin.a = sinB (§.9), 
D • a V 

h := b sin A, h = a sinB, b sin A — a sin B, 

.b:a= sinB:sinA. 
Also immer: ^' 

a:b = sinA:sinB, a:c = sinA:sinC,.b:c = sinB:sinC. * (29) 

Zweiter Haupt&atz der Trigonometrie. In jedem Dreieck 

verhält sich die Summe zweier Seiten zur Differenz dieser §eiten, 

wie die Tangente der halben Sutante der entgegenstehenden Winkel 

zur Tangente der halben Differenz der nämlichen Winkel. ^ 

* Die zwei letzten Proportionen könnten ^anz in derselben Weise bewijesen 
werden, wie die erste ; doch ist ein Beweis derselben nicbt mehr nothwendig, so- 
bald die erste l)ewiesen ist. Letztere enthält nämlich offenbar den Beweis des aus- 
gesprochenen Lehrsatzes, in welchem sodann die beiden andern unmittelbar ent- 
halten sind. Wir werden im Folgenden fortwährend von dieser Art zu schl)essen 
Gebrauch machen, ohne besonders daran zu erinnern. • 

Di enger, ebene Trigonometrie. o • 
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Dieser Satz lässt sich aus dem. ersten unmittelbar ableiten. 

Man hat nämlich nach (29) : 

b sinB b , „ sinB- , , b _ sinB 

- = -7-Ty — ^I — "T-T + l, l = -r--r — 1, wenn b>a; 

a sm^A a smA .a smA 

d.h. b-(-a sinB + sin A b — a sinB -^ sin A 

a sinA ' a ~^ sinA 

Dividirt man diese Gleichungen durch einander, so hat man: 

^ . B+A B— A 
II . T^ I . * ' 2 sm — i — . cos — - — 

b-j-a smB + smA 2-2 /c , ^ t^ ,/«^xx 

2 cos — ^ — . sm — - — 

B+A 
B + A B— A - ^ 2 



= tg — 5— . cotg 



2*^2- B~A V 

d.h. . ^ 2 

b + a.:b~a==tgKB+A):tgKB — Ä), 
b + c:b-c~tgKB + C):tgKB~C), 
a + c:a-c = tgKA + C):tgKA — C), 

oder: ' ) (30) 

a-f-b:a— b = tg^(A + B):tgKA — B), 
c+b:c--b = tgKC+B):tgKC-B), 
c + a:c — a = tgKC^-A):tgKO-A), 
worin die eine oder andere Form angewendet wird, nachdem b > a 
oder a > b u. s. w. , ' 

Es lä^stsich diesef Satz übrigens auch leicht geometrisch nach- 
weisen, und wir wollen diese Nachweisung , der Wichtigkeit des 
Satzes wegen, ebenfalls beifügen. ' ' 

Sey A > B, also a > b; man .^^«i«- * 

mache CD = CE = b, ziehe DA und 
AE, EF parallel DA, so ist CA 
=:CD, also das Dreieck ACD gleich- 
schenklig, mithin Winkel C (in AGB) 
= 2 CAD ; ist femer CEA = x, EAB 
== y, so ist auch, weil CE = CA : CAE 
= X, und also DAE = CAD + x. Da ferner 
x + x + ACE=180^,d.h.2x+!2X:AD = 180^x + CAD = 90«, 
so steht AE auf AD senkrecht, eben so EF auf AE. Femer ist: 
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x+y=A,x=B+y,x-y=B,al80x=KA+B),y=KA— B). 

■ AD EF 

Weiterist AD:EF=:DB:BE = b + a:a — b, 

ako tgKA-4-B)5tgKA— B)r=a-H):a — b. 

Dritter H^auptsätz der.Trigonometrie. In jedem Dreieck 
ist das Quadrat einer Seite gleich derSmnme.der Quadrate der 
beiden 'andern Seiten, minus dem doppelten Produkt dieser beiden 
Seiten multiplizirt mit dqm Cosinus des Winkels, den sie bilden. 

Auch dieser Satz lässt sich aus dem ersten unmittelbar ableiten. 
Man hat nämlich: 

A+B + C = l80^ B = 180' - (A + C), cos B = — cos (A -}- C), 

sin B = sin (A -rf- C). 

sinA - sinA , 2_^. isin'A ^^ _2sinAsinC , 

^ "" ;^hiB ^ ~^ii(Ä+C) ■ ' * ^ sin»(A+C) ^ ' ^^^ - sin«(A+C) ^ ' 

^siaC sinC ^_ sin' C ^ 

^ ^ s"hJB sin(A+C) ' ^ "^ 8iV(A4-C) ' 
^ 2sinAsinC . v» , , 2sinAsinCcos(A+C).b* 

also ' ' ' ' 

, , , ^ ',^1» sin*A4-sin*C+2sinAsinCcos(A + C) 

a*4-c — 2accosB = b*. ■ . ! ,. . , ■ . ^^ — -j— 

, . sm'(A + C) 

, sin* A + sin* C + 2 sin A sin C [cps^ A cos C — sin A sin C] 

""^ • ^ \ ' ^ sin'(A + C)~; ' 

, , sin'A 4- sin*C + Ssin A cos A . sinC cos C — 2 sin'A . sin'C 

— n* 1 ^ * * . ■ ■ > ■■■ ■■ 

■ sin*(A + C) . 



1 



= b». 



, 8in*A+sin*C+ 2sinAco8AsinCcoSC— sin'Asin'C— sin'Asin'C 
sin*A-sin*Asin*C+sin*C-sin*Asin*C-H2sinAcosAsinCcQsG 



T 



-^ sin*(A + C> 

= b'. 



sin'(A+Cj 

y sin*A( 1 — sin'C)-}- sin'C( 1 — 6in*iL)-|-28inA cosAsinC cosC . 

~ • .siV(A4-C) 

, sin* A COS* C 4" sin* C cos* A-(- 2 sinA COS A sin C COS C ' 

""' ;■ sin*(A + C) 

^g (sinA cos C '-{- cos A sin C)* ^ sin*(A--J-C) ,, 

"'*''' sin*XA + C) "" sin?(A + C)~ 

5* 
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Also 

b'=:a,*+o* — 2ac.cosB, e' = a* + b'— 2abcosC, 
a' = b* + c* — 2bc.cosA. (31) 
Es ist jedoch wieder von Interesse, diesen Satz geometrisch 
nachzuweisen. * 

Für den Fall der ersten Figur hat man: 

' Flg. 17. 





b'=:h' + (c-x)' = h' + c'- 2CX + X', 

' a" = h^ + ^ ' 

b' — a' = c^ — 2cx, b'=:a* + c' — 2cx. 

X * 

Da aber — = cosB, x = acosB, so ist also 
a 

b' = a^ + c'— 2accosB. 
Im Falle der zweiten Figur ist: 

b' = h* + (c-f-x)' = h' + c* + 2cx + x^ 

a»=rh^4TX^ • 

b' — al=c^-f 2cx,.b^ = a^ + c' + 2cx. 

Aber — = cosa;=cos (180®-r-B) = — cösB, x = — acosB, 
also b*=:a*-|"<'' — 2ac.cos.B.* 

• §.23. 

Ehe wir diese Sätze anwenden, wollen wir dieselben etwas um- 
formen und einige Resultate daraus ziehen. Da immer 
A+B = 180^—0, KA+B) = 90*-T-fC, tgKA+B) = cotgiC, 
60 hat man statt des zweiteü Satzes : . 



* Da ein jeder VTinkel eines Dreiecks xwischen 0^ und 180^ fiegt, so ist er 
nach §. 9 nnd %, 19 vollkommen bestimmt, wenn man seinem cos, tg oder cotg 
kennt; dagegen ist er -durch den sin nnr zweideutig bestimmt, indem man alsdann 
einen spitzen oder stumpfen Winkel erhalten kann. Die halben Winkel eines Drei- 
ecks liegen immer zwischen 0® und -90^; doreh eine der vier trigonometrischen 
Funktionen ist also der halbe Winkel TolttLommen bestimmt. 
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a+b : a — b = col'g|C^ tgi(A — B), | 
a-fcra— c = cotgJB:tg^(A — C),| (32) 
b + c:b — c==cotg^A:tgi(B — C), ) 
Eben so sin | (A + B) = cos { C, cos|(A -j- B) = sin^ C. 
Aus (29) folgt aber 

. c.sinA _^c.8inB 

smC smC 

also 

, ^ fc . (sin A + sin B) 2c. sin^A+B) 'oo»*(A— B) .^ , . . 
smC 2sin'^C.cosiC ^ 

c.cos^C.cbsf(A — B) c,cosj(A — B) 

sin^C.cos^C sin^C 

(a -f- b)sin4 C = c . cos ^(A — - B). 
Ferner: 

c . (sin A — sinB) 2ccos^(A"f-B)sin^(A — B) 

^~ ~~ sinC ""^ 2sin.^CcosiC ' 

csin^C.sin$(A — B) csin^(A — B) 

sin^Ccös^C cösfC 

(a— :b)cos4C = c.sin^(A — B). 
Man hat aläo auch '* 

csinJ(A-B) = (a-b)cos^C bsin^A— C) = (a— c)cosiB, 

asin^(B— C) = (b--c)cQS^A, \ r33) 

ccosKA~-B)==:(a+b)siniC; bcos^(A--C) = (a+c)siniB;f ^ ^ 

acosKB — C) = (b-f- c)siniA. 

¥m u = b folgt hieraus c = 2 a sin^ C, wie in §. 2l . Aus (33) 

folgen die (32) durch Division, so dass man also letztere Formeln 

in dieser Weise auch ableiten kann« ' s 

Quadrirt man beide Seiten der Gleichungen (33) und addirt die 
Quadrate, so erhält man : ' - 

c» = (a-b>»cos*iC + (a + b)^in^iC \ 

=^(a* — 2ab + b')co8^iC + (a' + 2ab + b*)sin'iC 
= a^(cos^iC + sin»iC) + b'Ccös^iC + sin^iC) — 

2a,b(cos'iC — sin^^C) 
= a* + b' — 2abcoi?C (§, 14), 
wodurch der Satz (31) in anderer Weise aus (29) (und den daraus 
folgenden (33)) abgeleitet ist. 
Aus (31) zieht man ferner: 
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, b'+c'---a* , , , - -b^+c*— a' 2bc+b*+c»— a* 

COSA = 777 , 1 + COS A = 1+^ ^-ZTT = ' ' , ' 

2bc ' . 2bc 2bc 

_(b + c)'~a ' 

"~ 2bc ;' 

. , b'+c*— a* 2bc-V— c'+a* a«— (b*--2bc+c') 

1 — cosA=l 4rr = — - " ^^ ' — = ^^ — TT^ ■ — - 

2b(r 2l)c 2bc 

_ a' — (b — c)' ^ 

• ■" 2bc 

Erinnert man sich nun, dass immer M*— N* = (M+N) (M — N), 
so hat man : 

' 2bc 2bc 

, . , a'— (b — cf (a + b--c)(a — b + c) 

1 — COSÄ = ^T "^ 5u ' r 

2bc 2bc 

d.h. (§.14 Formehl (23)): 
o,,>_ (b-4-c+a)(b+c -») „ . .A__ (a-fb-c)(a-b+c) 



A 1 \/(bH-c +a)(b + c-a) " 



C08^, — w 

4bc 



A '\/(a+b — c)(a— b+c) 



2 4bc 

Man setze 

a-|-b-|-c=:2s, also s^^i(a-f-b + c), 
so ist 

a + b — c=::2s-~2'c = 2(s — c) 
a — b + c==2s — 2b = 2(s-^b), 
b 4- c — a = 2 8 -r 2 a = 2 ( s — aj , 
also 



A \/2T72(s — a) \/s(s — a)" 

cos- = V TT ^ V — t ^' 

2 ■ 4bc . bc 

A _ -l/ 2(s~c)2(s-^b) ^ \/ (^h)(s—c) 
2 ~ ^ ^bc "" ^ bc 



sm 
woraus durch Division ; 



A '\ /(s-b)(s-c) 
*8 2= ^ s(8-a) • 



Also 
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. A \/(8-.-b)(s — c) . B . \/(8 — a)(6 — c) 

.j„ C .'\/ (8-a)(6-bj 

' w ■ ' _ 

A \/s.(8 — a) B '\/s.(8 — b) 
cos- = V — bT-' «0« 2 = ^ --HT- ' 



C -\/s.(s — c) 

ö~ V Iv ' 



(34) 



^''^^2 ' ab 



^A \/ (8-b)(8-c) . B_\/ (s-a)(8-c) 
*«2= ^ 8.(8-.a ) ''«2-^ 8.(8-b) ' 

,^C_\/( 8-a)(a^b) 

Da sinA = 2sia^A,cosiA, 

so folgt hieraus: 

sin A = r- Vs (s-a) (s-b) (s-c) , -sin B = — V s (s-a) (s-b) (s-c), 

sin C = ^ Vs (s-a) (s-b) (s-c), (35) 
• ao 

woraus sich ergibt: 

sin A : sinB : sin C = a: b : c^, 

so dass der erste -Hauptsatz auch aus dem dritten leicht abgeleitet 

werden kann. Wir wollen nun zur Anwendung dieser Formein auf 

die Auflösung der Dreiecke übergehen. . ^ 

V 

§•24. . 

In einem Dreiecke sind gegeben- eine Seite und zwei Winkel, 
man soll die übrigen Stücke berechnen. . 

Da die Summe der drei Winkel = 180®, so kann man alle drei 
Winkel als gegeben ansehen. . Sey ferne*- a die gegebene Seite, so 
hat man nach dem ersten Hauptiäatze: 

sin A : sin B = a : b, sin A : sin C = a : c, 

' sinB ^_^ . sinC 

smA , smA . 

Aus den Formeln ,(33) folgt übrigens ftuch, wenn B > C : 

1. asinKB-- C) acosKS-C) 

cos^A " «in^A 
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woraus b — c, b + c geftinden Verden, und man also )b uöd cie.icht 
erhalten wird. Rechnet man nach den ersten Formeln, so können 
die zweiten zur Kontrole dienen und umgekehrt^ 

a^379-5, A = 40®32M6'S B = 7öM8'28", C = 64*»9'lt)", 
also, wenn man nach den ersten Formeln rechnet: ^ 

log a"= 2-57921 18 * log a= 2-6792118 

log sin B = 9-9855621 . log sin C = 9*9542292 

E . log sin A = 0-1871204 E . logßiu A = 0-1871204 

k)gb = 2-7518943 logc = 2-7206614 

b = 564-7996 c = 525-4862 * 

• ■ 

Anmerkung. Will nian nunmehr die Formeln (33) zur Kontrole anwenden, 
so muss 

aslni(B— C)=:(h — c)cosiA, acosi(B — C)=(b + i5>sin^A 
seyn.- Aber es ist 

i(B — C)=:5<^a4'36", iA = 20°16'8", b + c = 1090 28&7, b — c = 39-3133 
also log a = 2-5792118 log(b — €) = 1*5946395 * 

log sin ^ (B — C) b^: 8-9875661 ^ log cos fA = 9^722387 

1-5667779 - 1*5667782. 

log a = 2-57921 18 log (b + c) = 3-0375402 

log cos ^ (B r~ C) = 9-9979396 log sin .^ A = 9-5396109 

2-5771514 2-5771511 

so dass die Kontrole zutrifft. Es .mag diei^ genügen, um zu zeigen; ^wie man in 
aUen Fällen diese bequemen Formeln ;Eur Pröfiing .der Bechnnng benützen kann. 

' '■ ; §. 25. ■ • ■ ■ 

in einem Dreieck sind gegeben: zwei Seiten und der von ihnen 
gebildete Winkel; maii soll die übrigen Stücke berechilen. 

Seyen a, b die gegebenen Seiten, a > b, und C also der ge- 
gebene Winkel. Aus (82) hat man : 

a + b:a — b.==cotg^€:tgKA-B), tgKA — B=^-^>cotgia 

Hieraus findet mani(A— B), und da ^(A + B) = 9Ö® — ^C, 

80 erhält man leicht A und B. Kennt. man diese Winkel, so ergibt 

sich c aus: . a • /-. asinO 

.a:c = sinA:sin(J, c = ~^; — r-, 

• smA 

oder auch, wenn man lieber will, au^denJFormeln (33): 

a = 564-8, b = 379^5, C = 64*^^9' 1«"; 



* Die Seiten sind natürlich alle 4n demselben Längenmaasse ausgedrückt, 
al&p alle z.B. in Ruthen, oder Fuss, oder Meter u. s. w. 
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also jC = 32«'4'38", a+b= 944-3, a — b = 186-3. 

^^T'r^^inSnot KA-B) = ir23' 6-1" 

logcotgiC = 10-2029092 ....^.^q^, .n _ 5y.Kß/22" 

. loga=:2'7518947^ log (a - b) = 2-2678764 

log sin C = 9-9542292 log cos ^G = 9-9280541 

E.logsinA = 0-0144377 E.logsinKA — B)==0;62463l8 

logc = 2-7205616 logg = 2-7205613 

c = 525-486 . c = 526-486 

Man kann übrigens die Sdte c auch direkt berechnen. Es ist 

nämlich nach (31): 

c' = a^ + b^ — 2abcosC.. 

, Man berechne nun den spitzen Winkel y so, dass 

2sin4CVäb 

^g^= a-b - 
so ist 

4absin'iC = (a — b)*tg>, 
also 

c»=a»+b'+2ab(l— cosC)— 2ab = a'-2ab4-b^+4absin»iC 

= (a-b)«-f-(a-b)Hg»y = (a-b)'[l+tgV]=^^=^', . 

woraus: a-^b ^ , 

c = , a>b. 

cos 9) 

Für obiges Beispiel: 

log 2 =0-5010300 
logsin4C= 9-7251461- 

4loga= 1-3759473 _ , ^AK^aoai 

;i \ 1 ooA£jACÄ E.logcos€p = 0-4626861 
ilogb= 1-2896059 ^ ^ ..Z _^.^^na.^ 

E.log(a — b)= 7'7321245 



log(a—b) = 2-2678754 



log c = 2-7205615 
= 525-486 . 



logtgy = 10-4238528 
g) = 69°21'7-2" 
Uebrigens wäre nach §. 19, ohne g) aufzusclilagen : 

log cos (f = 9-6473542 — ^^^ =^ 9-5473138, 

. E. log co^y = 0-4526861. 

Zur Kontrole kann man wieder (33) verwanden. 
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§26, 

In einem Dreiecke sind alle Seiten bekannt, man soll die Winkel 
berechnen. 

Die Formeln (34) lösen die Aufgabe ganz unmittelbar. 
a = 9459-31, ^=: 8032-29, c = 8242-58 ; 
al-so s = Ka-f-b-(-c) = 12867-09, ' 

s — a ' = 3407-78, 

s—b = 8434-80, 

s — c * = 4624-51. 

log (s — b) = 3-6843785, log (s — a) = 3*5324716, 
log (s — c) = 3-6650657, log (s — c) = 3-665Ö657, 
E. log 8 = 5-8905196, ^ E.logs = 5*8905196, 
E . log<s >- a) = 6-4675284 , E. log (8—b) = 6-3156215, 
[ 19-7074922 19-4036784 

log tg^ = 9-8537461 log tg? = 9*7018392 

^ = 35»31' 47-37" | = 26*43' 034" 

2 ■ , .2 

A = 7r3'34-74" B = 53" 26' 0-68" 

log (8 — a) = 3-5324716, 

* > - log (8 — b) = 3 -6843786, 

E.logs = 5-8906196, 

E . lojg(s — c) = 6-3349343, 

19-4423040 • 

logtg| = 9-721 1520 

^ = 27*' 45' 12-27" 
2 •' 

C = 55^30' 24-64^^ 

Die Summe A + B + C = 1 79' 59' 59-96'\ 

Zu.Uebungsbeispielen mögen folgende Angaben dienen: 

a = 164-9^ b = 185-7, c = 126*4, A = 60"17'8",B = 77'58'33", 

C = 4lM4'19",- 

a=7984, b=11227*2, 0=953928, A=44°17'56",B=79*8'33", 

C = 56\33'31''; ' 

a := 2313-824, b = 106833, c = 10931, A = 12" 13' 14'', 

B = 77" 46' 46", C ^Mf 0' 0" ; 
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a = 975, bt=845, c:x=910, A = 67' 22' 48-5", B ==,63** 7' 48-4", 

C = 69'29'23-l'.'; 
a = 54802, b = 56823-3v c ^ 296771, A — 72' 36' 40", 
B = 76' 24' 30", = 30' 59' 50" ; 
Ioga=i4-i949091, logfe = 4-1538831,.logc = 4*2664872, 
A = 66'24'..19", B==48'.3Ö'9;4", C = 76' 5' 31 -6". 

. §.27. ;. 

In einem Dreiecke sind zwei Seiten gegeben und ein Winkel, 
welcher einer der beiden Seiten entgegensteht; man soll, wo mög- 
lich, die fehlenden Stücke berechhen. 

Gegeben 3eyen a, b, A. 



Man_ hat zunächst : a : b = sin A : sin B, sin B = 



bsiöA 



k 
Aus dieser Gleichung wird sich jedoch B nicht immer genau 

bestimmen lassen. Schlägt man nämlich aus den Tafeln den spitzen 

Winkel auf, dessen Sinus = , $o.gibt es. noch einen zweiten 

a " ♦- ^ ' ' 

Winkel, der mit dem gefimdenen 180' ausmacht, dessen Sinus der- 
selbe i&t (§. .9). Es kann sich aber ereignen, dass beide Werthe 
des Winkeln B zulässig siad^ alsdann hat man eben zwei Dreiecke, 
welche besonders zu berechnen sind.- 
Ist nun . . 

a > b, 80 ist auch A > B, also gilt fiir B nur der spitze Winkel, 

a <C. b, ,1» . ,, ,, A <C B, 
alsdann kann der spitze Winkel sowohl als der stumpfe gelten. 

Eine Doppeldeutigkeit kann also nur in dem Falle eintreten, 
wenn a < b. 

Fiele sin B nach unserer Formel > 1 aus, so wäre das Dreieck 
mit den gemachten Angaben uiiniögHch. Wir wollen nun einige 
Beispiele berechnen. 

1) a=:415-64, b=±=325-54, A = 68'42'. 
, logb — 2-5126044 

logsinA = 9*9692720 ß ^^^.nn bloss spitz seyn; man hat also nur 

E. log a = 7-381 2826 einDreieck, das jetzt nach §. 24 berechnet 

1 • Tj Q.Q^QiP^on Verden kann; dann ist nun a = 415-f>4, 

log,smB = 9 8631590 b = 325*54, A=:68'42',B = 46'51' 47-9"; 

B = 46^51'47-9" mithin C=:64'26'12-l". - 



1 
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2) a = 212-5, b = 8364, A = 14' 24' 36'^ 

logb = 2*9224140 In diesem Falle gibt es also zwei Drei- 

loe sin A = 9*3959449 ecke. Für das eine^ist 
TT Wo-'7.ß'79ß4loa = ?12-5, b=836-4, A=: 14«24'35", 
E . log a -:J_^7^ö4iu ^ ^ ^ gyo 12' 52-7" ; 

logsinB = 9-9909999f^d,,,^dere: 

B=: 78^22' 32-3" a=: 212*6, b = 836-4, A = 14«24'35'', 
180*-B = 10r 37' 27-7" B = 101^37' 27-7", C = 63* 67' 57-3''. 

3) a= 86.93, b = 918-54, A = 68« 22' 30". 

logb=: 2*9630981 
IogsinA= 9*9683034 
.E.loganr 8*0608302 
logsinB^: 10*9922317, 
also kein Dreieck möglich. 
Zur Uebnng mögen dienen : 



a = .379*5, b= 664*8, A = 40'32'16", B = 



76M8'28*1" 



104"4I'31*9" . 

a = 9459*31, b = 8032*29, A = 71° 3' 34*7", 6 = 53* 26' 0*6", 
a = 56*73, b =.876-24, A = 85*23' 24*8", B unmöglich. 

Wir hätten hier allerdings noch einige besondere Bemerkungen 
beizufügen für den Fall, wenn die gegebenen oder gesuchten Winkel 
sehr klein, öder nahe an 90* oder nahe an 180* sind. Wir wollen 
dieselben jedoch, als nur ganz spezielle Fälle betreffend, für den 
nächiBten Abschnitt verschieben, wo man sie ib §§.29, 30 zusam- 
mengestellt finden wird. Einige rein geometrische Aufgaben mögen 
zunächst als Beispiele .der Anwendung des Vorstehenden folgen. 

. §. 28. ■ , 

1) Will man den Flächeninhalt eines Dreiecks, dessen drei Sei- 
ten wie früher a, b, c. sind, und denen die Winkel A,"B,'C entgegen- 
stehen,' berechnen, so hat man, wenn, wie in §. 22, h die Höhe des 

• ch 
Dreiecks, also -^ die Fläche desselben bedeutet : 

Fif.18. 
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h 

— = sinB, h = asinB, 
a» * . 

mithin ist diese Fläche 

ac . _ bcsinA ab sin C 

wie sich nach (29) leicht findet. Diese Formeln geben den Flächen- 
inhalt durch zwei Seiten und den von denselben gebildeten Winkel. 
Will man die Fläche durch eine Seite a und die Winkel erhalten, 
so ist 

* . r^ - A asinC 

• c:a=sinC:smA, c = 



also die Fläche des Dreiecks = 



sinA' 
acsinB 



2 

a'sinB,. sinC ^^b'sinA. sinC c'sinA.sinB 

"" 2sinA — 2sinB "" 2sinC ' 
Will man sie endlich durch die drei Seiten ausgedrückt erhalten, 
so ist nach §.23: , 



sinB = — V»(s — a)(s — b)(s — c), 

- - - - ■ -^ - 

also die Fläche = V s (s -- a) (s — b) (s — c) 

= 5V(a+b + c)(b + c — a)(a4-c — b)(a + b— c> 

2) Es leitet si(;h hieraus Jeicht eine Formel zur Berechnung 
eines Vierecks aus seinen zwei Diagonalen und dem Winkel, unter 
dem sie sich schneiden, ab. Fif.u. 

Sey näiölich BG = ,d, AD = d\ a der Win^ ^ 
kel, also sein Nebenwinkel 180° — a, so ist 
Fläche des Dreiecks OAB = ^xy sin a, 

ÖBD = Jx(d'-y)sina, 
ÖGD = ^(d'-yX(d.;c} sin«, 
OAG = ^d-?) y sin a. . Jt 

Fläche des Vierecks =^ ^ sin a [xy -|- x (d' - y) -(- (d' - y) (d - x) 

- +(d-x)y] =^dd'sina. 

3) Gesetzt in dem so eben betrachteten Vierecke seyea j^ zwei 
.entgegenstehende . Winkel zusammen 180V in welchem Falle be- 
kanntlich um das Viereck sich ein Kreis beschreiben lässt. Sey 
femer 

AB=:a,BD = b5DC = e,CA = d, GAB-=y, GDB = 180° — y. 



rt 


rt - 


r> ^ 


r> 


r» 


n ' 


Yi 


n 


ft 
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wiUt (§.22(31)): 

m.a a' + d» - 2 ad cos y, BC' = b*+c' — 2bc<;o8(180*'— y), 
ftim) a* + d* — 2adcosy i=b*-f-c'-|-2bccosy, 

a*4-d* — (b' + *') 

^"^«P = T 2M+b^)-- • 

Die Fläche des Dreiecks ABC ist aber i-.^5B^ die von BCD 

bcsiscpr 1 > 

. = — y , also ^ . 

„, , ' ^^. . , ad + bc . ad + bc ^ .- = — 

Fläche des Vierecks = - — ^ — sm tp = — ^ — VI — cos ' g) 

ad-|"bc 



V(l + cosy)(l —cosy). 

Aber 
i_L.nc .-1 I a»+d'-(b»+c^) _ 2ad+2bc+a»+d^-(b»+c^) 
i-|-cosg)_i-i- 2ad+2bc ~ 2(ad+bc) 

_ a*+2ad+d*— (b^^2bc + c') _ (a4-d)*^— (b — c)* 
~~' 2 (ad+ bc) ^~~ 2(ad'-|-bc) 
_ (a+dH-b — c)(a4-d— b+c) » 
2(ad+bc) • * ^§-.23), 

1 .„„ 1 a '+d '-(b .^+c ») _ 2ad+2bc-(a »+d ')+(b »+c » ) 
l-cos9=l 2ad+2bc 2(ad+bc) 

_ b'-}--2bc-f -c *— (a*— 2ad+d') _ (b4-c)*— (a— d)* 
~ 2(ad-|-bc) ^ ■ ~ 2(ad4-bc) 

(b+c+a— d)(b+c — a+d) 
■~ 2(adH-bc) ' . - 

also die Flä che des Vierecks: 

ad+bc \/ (a+b-c+d)(a+c-fd-b) \/ (a+b+c-^)(b+c+d-a) 

2 ^ 2(ad4-bc) /^ , 2(ad-i-bG) 

= { V(a4-b— c-|-d)(a— b+.c+d)(a+b+c— d)(b4-c-}-d— a). 
Setzt man 
»4-b+c+d=2s, a+b-f-c— d = 2(s— d), a-f-b— c-f d =2(s— c), 

a — b+c+d = 2(s— b), — a7fb-}-c-|-d = 2(8 — a), 
SO ißt diese Fläche mithin: 

' V(s-a)(s-b)(s — c)(&-d). 

Es folgt hieraus, dass, wie man auch die vier Seiten im Kreise 
aif einander legen mag, die Fläche des entstehenden Vierecks immer 
<ll6selbe sey. ' " 
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4) Wären in obigem 'Vierecke die zwei Winkel GAB und CDB, 
der erste gebildet von den Seiten *a und d, der letzte von b und c, 
.einander gleich, so. hätte man : 

a^-f-^'*"" 2adcos.9 = b^ + c' — 2bccosy, • 

a' + d' — (b* + c«) 
' '"'"^^ 2(ad-bc). - ■ 

woraus ganz wie vorhin für die Fläche des Vierecks folgt: 

±i^^3^ V(a+b+c+d) (a+b~ic-d) (a^b-c+d) (-a+b-c+d), 

wo das Zeichen so zu wählen ist, dass das 6anz<3 positir ausfällt. 

6) Man soll diejenigen Kreise bestimmen, die sich in und um 
ein Dreieck zeichnen lassen. 

Sey r der Halbmesser des ersten, r' des zweiten, so sind die 
Seiten des Dreiecks Tange^tt^n an den ersten Kreis und Sehnen im 
zweiten. Daraus folgt leicht, .dass die drei Halbirungslinien der 
Dreieckswinkel sich im Mittelpunkt des ersten treffen; zieht man 
sie, so wird das Dreieck in drei Dreiecke getheiit, deren Spitzen im 
Mittelpunkte sind; nimmt man die Seiten des Dreiecks zu Grund- 
linien, so hat jedes r zur Höhe, ' und wenn folglich F 3ie nach Nr. 1 
berechnete Fläche des Dreiecks ist, so hat man 

Was den zweiten Halbmesser anbelangt, so werdea die^ zwei 
nach A und B gezogenen Halbmesser mit einander einen Winjse! 

2C machen, so dass (§. 21): 

^ , . p ,_ e _ abc _äbc 

s. .. 2smC 2absiflC 4F 

6) Man soliden Halbmesser desjenigen, Kreises finderi, der sich 
um das Viereck in Nr. 3 beschreiben lässt. 

Nennt man die Diagonale CB = x, so geht der Kreis, der sich 
um AGB beschreiben lässt, durch D, und umgekehrt, der Kreis um 
BCD geht durch A. Demnach ist, wenn r sein Halbmesser, derselbe 
bestimmt durch die Gleichung 

r = -—; — , cp = BAC. 
2sm<|p ^ 

Ferner ist • . " , 

^/ , . ,, ^ ^ aHd'^(b'+6^) ' 

x=VaH<l'-2adcosy,cosy = ^(ad+bc) ' . 
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.=V.-+a.-M.[--!±^5fi^] 



ad-|-bc 

\ /(^^+d ^) ad+(a ' +d ')bc— (a ^+d *) ad+(b ^+c >d 
— ^ äd + bö - ' 

V(a»+d')bc + (b*+ö*)ad 
ad-f-bc 

2F 
I^ach Nr; 3 ist sin cp = , , ,- . wenn F die Fläche des Vier- 

^ • ad+bc 

ecks, also ___. 

ad4-bc \/ (a* + d*)bc + (b* + c»)ad 

'^— 4F ^'^ ad + bc 



I 



= 4^V[ad4-bc][(a'+d^)bc + (b'+C*)ad] 



= 7^ V(ad + bc) (ab + cd) (bd +.ac). 

Diese Aufgaben, denen wir keine jCahlenbeispiele beifügen, da 
deren Berechnung ziemlich einfach ist, mögen für den Augenblick 
genügen. ^ ' 

Anmerkung. Aus Nr. 1 ergibt sich unmittelbar, dass die Länge der vom 
Scheitel C eines Dreiecks auf die entgegenstehende Seite e gefällten Senkrechten 
gleich ist |^___-____ 

Hieraus folgt auch leicht ein Ausdruck'für die Beiechnung der Fläche eines 
Paralleltoapezes aus seinen Seiten. Stellt nämlich ABCD ein Paralleltrapez. Tor (die 
Figur -wird sich der Leser leicht konstruiren können), in dem AB parallel CD, und 
ist AB = a, CD = b, . wobei a > b vorausgesetzt werde, . AC = c, BD =" d, femer 

Iv^ die Entfernung beider Parallelen^ so ist (a-f'H'iT ^^^ Flächeninhalt des Tra- 

pezes. Zieht man aber durch C mit BD die Parallele CE, welche AB in £ trifit, 
so ist A£ = a — b und die Höbe des Dreiecks ACE, dessen Seiten c, d, a — b 

sind, ist h, so dass also 

2 , 

h r= Vs (s — c) (s — a) (s — (a — b)), s =^^(c + d + a — b) 

a* — b 

i|(t. Denmach die Fläche des Paralleltrapezes = 

^3^Vi(c+d+a-b)t(d+a--b--c)i(c+a-b-d)i(c+d+b-a). 
Setzt man nunmehr o = i (a-|-b-t-c-|-d), so ist 4ieselbe, wie leicht ersichtlich : 

. ?li^ V(<y — a) (a — b) (ö — b -^ c) (<f — b — d). 
ä — D 

Es ist leicht zu ersehen, welchen Werth die hier gegebenen Formeln für die 
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Praxis haben. , Wir -vollen in. diesem Beziebung^itüf anf eine Anwendung der Formel 
in Nr. 2 hinweisen. Gesetzt nämlich, man solle in einem Walde eine Tierseitige 
Fläche von einem b'adischen Morgen = 400 Quadratruthen abstecken, und lasse 
zu deni Ende zwei schmale Gänge AD, OB (Fig. 19) durchhauen (oder finde sie 
bereits Tor), die mit einander einen Winkel von 75 V^ ^ machen. Der eine davon, 
AD, sey ==^ 32*4 Buthen, und man soUq nun die Länge des andern, OB, bestim- 
men. Also, wenn CB = x: 

32-4xsin7&<>30' ,^ 800 

-r— = ^' - = 32 4siny5«.30> = ^'''^^- 

Steckt man also, von dem gewählten Anfangspunkte C.aus, eine Länge von 
25*50B. =1^ 25^5^0'' ab, so wird das Viereck ABCD genau ein J^orgen gross seyn. 
Wollte man bei$le Gänge gleich Tang machen, so hätte map» wenn 6C = AD = x : 

x' sin 75« 



>o30' • -4 / 800 



Vierte^ Abschnitt. . 

TTuteniieliimg einiger speziellen Punkte. Umformiingen. Anflöning 

trigono]^^etri«dler Oleichimgen. 

§.29. 

In §.16 haben wir, um das dortige löterpolationsverfahren äu 
rechtfertigen, uns auf den Satz gestü£zt, dass/ bei kleinen Winkel- 
unterschieden , die. Differenzen der Logarithmen z. B* des Sinus 
zweier Winkel sieh (nahezu) yerhalten wie die Differenzen der 
Winkel; Dieaer Säte setzt voraus, daas die Differenzen, der Loga- 
rithmen der trigonometrischen Funktionen unmittelbar auf .einander 
folgeoder Winkel nahezu gleich sind. Es ist diess, für die gewöhn- 
lichen Vega'schen Tafeln, die von Minute zu Minute fortgehen, für 
die Winkel, 4ie über 5® hinausliegen, allerdings der Fall. Zwischen 
V 30' und ß® ist es der Fall, wenn die Winkel von 10 zu 10 Se- 
kunden fortgehen, unter der ersten Gränze müssen sie jedocii von 
Sekunde zu Sekunde angegeben seyn. Es bezieht sich diess jedoch 
nur auf den Sinus und die Tangente (bezüglich auch Cotangente). 
Die neuern Vi ga'schen Tafeln haben daher diese Einrichtung er- 
halten. Man hat abo :Z. B, - 

Dien^er, ebene Trigonometrie. 6 
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Winkel 0» 4' 18": 


log sin — 7-0971945 Differenzen: 


©• 4' 19": 


,. —7-0988745 . . . 


. 16800 


0" 4' 20": 


, • —71006481 . . . 


. 16736 


0* 4' 21": 


. —7-1022153 . . . 


. 16672 


0» 4' 22": 


„ —7-1038760 . . . 


. 16607. 


Winkel 1*41' 0": 


, —8-4679850 




1«41'10": 


, —8-4687009 . . 


, . 7159 


l«4r20": 


„ —8-4694156 . . 


. . 7147 


1»41'30": 


^ =8-4701291 . . 


. . 7135 


1«'41'40^': 


, -8-4708414 . . 


. . 7123 


1<'4V50": 


,. =8-4715526 . . 


. . 7112 


IMI' 0": 


. —8-4722626 . . . 


. . 7100 


Winkel 22» 25' : 


„ —9-5813116 




22 "26' :' 


., -9-5816177 . . 


. . 3061 ' 


22*27' ■: 


„ —9-5819236 . . 


. . 3059 


22" 28' ; 


„ —9-5822292 . ' . 


. . 3056 

* 


22»29' : 


, —9-5825345 . 


. . 3053 


22 "SO' : 


„ —9-5828397 . . 


. . 3052, 



wodurch unsere Behauptung augenscheinlich gerechtfertigt ist. Die 
neuem Ausgaben der Vega'scheh Tafeln haben somit dem in dieser 
Beziehung in den frühern obwaltenden Mangel abgeholfen. Auch 
die Gallet'schen Tafeln geben für die ersten fünf Grade den log 
gin und logtg von Sekunde zu Sekunde, und für alle übrigen Grade 
von 10 zUr 10 Sekunden, sind also noch schärfer als die Vega' sehen •- 
' Um bei anderer Eitirichtung der Tafeln den hier obwaltenden 
Uebelständen abzuhelfeti, wurden, früher zwei* Hülfsform ein aufge- 
stellt, deren Kenntniss immerhin noöh von Interesse ist, und die 

sich leicht aus den in §.16 entwickelten Grundsätzen herleiten 

a 
lassen. Bezeichnet man die in §. 16 — genannte Grösse mit a, so 

r 

hat man sehr nahe für kleine Winkel A : ' 

BmA = a' jTf cosA = l — r-. 

6 2 . 

Aber es ist 

y}-j) =1--Y+T2« ~216«' 

1 



also da man r^ « und noch mehr 5-^7 «® wird weglassen können: 



12 



216 



Untersucliuiig einiger speziellen Punkte. ^3 



O-0"=-^.-^=V.-i' 



6 

3 



«0-Ö=«v>^ 



6J ^ 2 

3 

^ • ^' sin A = a V cos A. 

Gesetzt nun der Winkel A sey a", so. ist a = ____ ^___ also 

. .180.60.60' 

t'erner ^ 

^^^ ~ cos a" "~ 180 .60 . 60 ' V cösV"'* 

< 

Hieraus folgt : 

logsina" = log a + 4-6855749+1 log cos a'' — 10 | , 
log tg a'' = log a.-t- 4-6855749 -^ flog cos a"— 10 \ ^ ^ 

Umgekehrt ergibt sich hfer^us: 

loga=2logsina"--|-5'3144251 — {logcosa" | x^^^^v 
loga=rlog tga"-f 5-3 14425 IH- flog cos a'^ j ^ A 
welche Formeln dazH dienen, ä (in Sekunden) aus dem bekannten 
log sin a" oder log tga" zu suchen. Für log cos a" kann man aus den 
Tafeln den nächst kleinern oder grössern log cos a" nehmen, da im 
Anfang die log cos sehr langsam sich ändern. 

Ein Beispiel nach den früiern Ausgaben der Vega'schen Tafeln, 
die von 0** bis 6" nur von 10" zu 10" gingen, mag diess erläutern. 
Es sey gegeben log sin a" = 7*8327909. Je(Jenfalls liegt also der 
Winkel zwischen 0^23' 20" und 0*23' 30". Man kann somit 

log cös a" = 9-9999900, also 
I log cos a" =4 [9-999Ö900 — 10] = J [29*9999900 — 30] 

=i 9-9999966- 10 

setzen. Mithin" 

log sin a"=: 7-8327909 

. 5-3144251 

E . ^ log cos a" — Q'0000033 

log a" ==^3-1472193 

a = 1403-522" = 0^23^23-622" 

Nach den Tafeln hätte man: 

6» 
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7-8327909 
Iog8in0»23'20" ==7;8316996 

^^ = 3-53, a=0'' 23' 23-63/'. 
3091 

Ist gegeben 

log tga" = 6-9758273, 

so liegt der Winkel zwischen 0®3'10" und 0®3'20"; für logcosa" 

hat man also 9-9999998. Mithin: 

logtga" = 6-9758273 

. 6-3144251 

flog cos a" = 9-9999998 

log a" = 2-2902522 

. a" = 195-098 = 0^3' 15-098^ 

Nach den Tafeln : 

6-9758273 

Iog4;g0°3'10''==9;9643286 . 

114.QÄ7 

2227^ = ''^'^ = ''^'''''^"' 
Die neuern Tafeln geben: 

• 6-9768273 
log tg 0*3' 16" = 6-9766096 

2177 a= 0*3' 16-098" 

2177 
22216 : 2177 = 1 : X, X = ^jg = 0-098, 

also ganz übereinstimmend mit obigem Resultate, während die 
frühem Tafeln den Winkel zu gross gegeben hätten. Man sieht 
hieraus, mit welcher Schärfe die Formeln (36') den (kleinen) Winkel, 
a" geben. Aus den Untersuchungen des §. 16, geht hervor, dass 
übrigens der Winkel bis über 2^ gehen kann. 

Was wir hier von Sinus und Taugente d^r Winkeil nahe an 0* 
gesagt, gilt natürlich von Cosinus und Gotangente der Winkel nahe 
an 90® und Sinus und Tangente der Winkel nahe an 180® u. s.w. 
ebenfalls. 

§.3p. 

Wie die Ansicht der Tafeln zeigt, und wie aus den Untersuchun- 
gen des §. 16 ganz klar hervorgeht, werden für Winkel nahe an 0® 
die Logarithmen der Cosinus sehr I^uigsam sich ändern (eben so 
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die Logarithmen der Sinus für Winkel nahe an 90^); da man bei 

der Bestimmung des Winkels durch den gegebenen Logarithmus 

einer trigonometrischen Funktion desselben die Aenderungen braucht, 

so wird mithin ein nahe an 0® liegender Winkel durch seinen log 

cos (ein nahe an 90® liegender durch seinen log sin) nicht genau 

bestimmt werden können. In diesem Falle wird man entweder über- 

haupt die Bestimmung durch log cos vermeiden, oder etwa für cos A 

A • / "A . 

setzen 1 — 2 sin*— (§. 14) und nun sin— bestimmen. Wir wollen 

in dieser Beziehung die frühern. Formeln der §§. 20 nnd 24 — 27 
spezieller untersuchen. 

Ist wie in §.29 a der zum Winkel A (als Mittelpunktswinkel) 
in "einem Kreise votn Halbmesser 1 gehörige Bogen, und ist A sehr 

et 

klein, so kaijn man immer setzen cos A = 1 — --, also etwa statt 

der.Formel (§. 20, Nr. 1) 

c = bcosA, 
wenn A klein ist, anwenden ; 

2-/ . 2 

oder auch 

c = b(l — 2sin*0=b— 2bsin*|, 

welche beide Formeln gleich genau sind. 
In (§. 20, Nr. 2) _c_ 

^ A > 

. cosA 
wird man ähnlich haben 

2X . •- ^l 



=,(,_"•)=._«■^ 



«0+3 «0+9 



U V • 2 

K — '- .f : . ^ z=: ™ 

CC 

'-4 



-^ 0-9 0+9 



oder da -r- sehr klein ist: 
4 



a*c 



b = c+ 2 



* Ist der Winkel A = a Sekunden, so hat man: 

log a = log a + 46855749 — 10, log a = log a + 5-3i44251. 
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Soll aus der Formel (§. 20, Nr. 3) . 

cos C = r-, 
b 

bei nahezu b=a, C bestimmt werden, so wird diess nicht genau 

genug geschehen. Alsdann hat man besser (vergl. §. 20): 

b — a b + a 

1 — cos C = —T — , 1 + cos C =: -T — , 

b b 

d.h. n_.„2.r.„l>ll? 2cos^iC-^^ 



welch letztere Formelr in der Regel die grösste Genauigkeit gewährt. 

Dieser letztere Fall ist es vorzugsweise, in dem die Umformung 

nothwendig ist; die frühern verlangen diess weniger. Angenommen 

für die Formel c=:bcosA seyb = 8347*5, A = 0H^15.t8", so 

hat map; 

logb = 3-9215564 log 2 = 0-3010300 

log cos A = 9-9999997 ; ' logb = 3-9215564 

log = 3-9215561 ^, .A ^ .q.ooao 

c = 8347-494. 2 log sm^ =3-5848202 

. log äbßin''^ = 7-8074066 

2bBiii»^ = 0006418 

2 

• b = 8347-500000 

2b8in*^= 0-006418 

c — 8347.-493582 
Da A==265-78'", so ist log« = 0-0934416 -3, mithin hat 
man auch: 

logb = 3-9215564 b = 8347-500000 

21og« = 0-1868830 — 6 ^«^b = 0-006418 
E . log 2 = 9-6989699 c = 8347-493582 

0-8074093—3 
ia2b = 0-006418 
Kommt' in den Formeln des §. 24 A nahe an 90^ in welchem 
Falle sin A sich sehr langsam ändert, so wird man zur Bestimmung 
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von b und c besser die Formeln für b — c und b -f- c anwenden, die 
gerade in diesem Falle diesem Üebelstande ausweichen. 

Dasselbe gilt, wenn nocb einer der andern zwei Winkel nahe an 
90® geht. Dass man bei sehr kleinen Winkeln die Sinus derselben 
in der mehrfach angegebenen W^ise ersetzen kann, ist klar. Doch 
wird, bei der bessern Einrichtung der Tafeln diess keinen wesent- 
lichen Nutzen bringen. 

a = 7365-4, A=: 89^57' 34-8", B = 67*14' 22-6"; 
A = 90®— 0*2'26-2^ C = 22M8'2-6'^ 
log a = 3-8671963 " log ^ = 3-8671963 

log sin B = 9-9647925 . ^ log sin = 9-5883022 
E . Iogcos0®2' 25-2'' = Q-OOOOQOl E . k)gcofi0^2'25-2" = 0-0000001 

logb = 3-8319889 log c = 34554986 

b = 679 1-863 c = 2854-293 

log a = 3-8671963 loga = 3-8671963 

logsini(B — C) = 9-5776608 . log cos KB — C) = 9*9664901 
E.Jogcos4A = 0-1503621 E. log sin^A = 0-1506678 

log (b — c) = 3-5952282 Oogb + c) = 3*9843542 

b -^ c = 3937-569 b-fc = 9646*152 

|(b + c) = 4823-076 
'i(lb — c) = 1968-784 
b = 6791-860 
= 2854.292, 
welch letztere 'Werthe jedenfalls sicherer sind. ' 

Eine besondere Erinnerung ist zu §.25 wohl nicht nöthig, da 
die erste Auflösung ohnehin als allgemeinere aufgestellt worden. 
Dasselbe, gilt flir die §§; 26 und 27, da namentlich für §. 26 eine 

4 

genügende Auswahl von Formeln stattfindet. 

§. 31. 

Ein zweiter Punkt, den wir hier besonders noch in's Auge fassen 
wollen, betrifft die Anwendung der Einführung von Hülfswinkeln, 
wovon wir in der zweiten* Auflösung »^es §. 25 ein Beispiel gesehen 
haben. Die Auflösung* einer Reihe Weiterer Beispiele mag über das 
dabei einzuhaltende Verfahren, das sich in allgemeine Regeln nicht 
gut fassen lässt, weitern Aufschlüss geben. 

1) Man soll Va'-j-b" vermittelst Logarithmen berechnen. Man 



} 
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bestimme zuerst den spitzen Winkel g> (a" und b" positiv vorausge- 
setzt) so, dass ^ \ /b" 

SO ist ^2 ^" un nx 2 

also „ "* > — - — 

V(a-+b-) = Va-(l+tg» = V^, 

log Va" ^ b° == — log a log cos q> . 

Vb^ b 
-j = — (wo- 
a a 

bei a und b als positiv angesehen werden), und man hat 

logVa' + b' = loga — logcosy. 

Hat man Va" — b" zu berechnen, so bestimme man den spitzen 

Winkel «p aus \ /h^ 

siny= V— b"<a-, 

ä 

so ist a"sin*9) =b°, also 

Va» — b" = Va"(l — sin'9i)= Va°co8>, 

log V a" — b° = — log a H — log cos q> . 

- m m ^ 

Sey z. B. zu berechnen t\—i — rr- 

Va' — b% 

wo man bloss weiss, dass 

loga = 3-78J2475, logb = 2-9876547. - 
Zunächst hat man g> zu berechnen. Dazu hat man 
logb»= 8-9629641 8-8096107 1592.1'4 _ 

E.löga'=8;6662574— 10 logsin3®41^0"__4615^ 325-7 ~ 

17-6192215 1592 

log smy ^8-8096107 logcos3Ml'60" = 9*9990952 

^ _6 

log cos 9 = 9-9990946 (§.19) 
flog a==2-8359366 Uebrigens wäre: 

Va»-b '=684-6725. ^-1=239-3136, logb' =8-9629641 

. ^ 11-3419316 

log V'Ca »- b ')=2-8354829 
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SO dass die direkte Berechnung vielleicht bequemer wäre. Die erste 
Form ist jedoch sicherlich geschmeidiger, und desshalb auch hier 
aufgeführt. 
2) Man soll 

X = a [cos a cos /^ -(- sin a sin ß cos y] 
durch logarithmische Rechnung finden. 
Man bestimme den Winkel q> So, dass 

tgy = tgacosy, y zwischen und 180®, 

« 

also . ^ sin<|);cosa 

sm a cos y = tg ep . cos a = , 

cos 9 

so ist 



[^ , smcp.cosa.sm/Jn 
cosacos7?H I 
cos«) J 



cosg) 



a cos er 



r o \ ' • ^T a cos a cos (cp — /?) 
[cos ip cos j^ + sm y sm /?J = ^^ ^-^. 



cos q> . ^ . - ^^jg y 

Durch Einfuhrung zweier Hülfsgrössen kann man x übrigens 
auch auf eine andere Form bringen. Bestimmt man nämlich r und 
1/; so, dass 

r sini/; = cos u, r cos i/; = sin a*cos y, 
so ist 

X = ar [sin 1/; cos /9 + siD /? cos 1/;] = är sin (t// -|- /^)' 
Zur Bestimmung von r und \p hat man: 

cotga . cos« sinacosy , -Ja jiqao 

tg t/; == — 2_ y ;:= _^ — Qc[er r = *- , i/; zwischen und loO . 

^ cosy smi/; cosi/; ^ 

3) Man soll 

a sin a sin /? -f~ ^ cos a cos /?cos y 

logarithmisch beredinen. Man bestimme den Winkel ^ (zwischen 

und 180®) so, dass 

b 
cotg y = — cotg a cos y, 



a 



also ' . , a cos cp . sm a ' 

bcosaCosy=: f , 

' smy 

so ist , * , . 

acos^isinacos/? 



a sin a sin /^ -|- b cos a cos /9 cos y == a sinxc sin /? + 



sm^ 



asmap . . ^ , ^t . asmacos(cp — ß} 
r-, |smcpsmaH-cosa>cosiy = : — -^ 

Smy ^ *^ X rj gjjjjy 
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4) Man soll arf-b pder. a — b berechnen, wenn man bloss die 
Logarithmen von a und b kennt, d. h. also aus log b., logb soll man 
log (a + b) oder log (a — b) suchen, wo a>b und beide Grössen 
positiv sind. 

Man bestim^ie den Winkel 9 so, dass 

tg*g)=-, a = btg*y, 

so ist 

b 
log(a + b) = log[b(tg> + l)] = log— ^=logb — 21ögcos<|p. 

Man bestimme weiter ip so, dass 

sin*i/; = — , b = asin'i/;, 

so ist 

log (a — b) = log [a (l — sin' 1//)] = log a + log cos ' tp 

= log a -f- 2 log cos 1/;. 
Die Gaussischen Logarithmentafeln, wie sie zuerst in der 
„Monatlichen Korrespondenz" XXVI. Band, S. 498 ff. veröffentlicht 
wurden, sind bekanntlich zu dem Zwecke konstruirt, aus log a und 
logb den log(a-f-b) und log(a — b) zu erhalten. 

5) Man soll 

a sin er — bsin/? 

asina-|-bsin/^ 

zur logarithmischen Rechnung bequemer einrichten. 

Man bestimme (p so, dass 

b sin /? , , ^ 
tgcp = — r-^, bsinÄ = asmatgcp, 

^ a sm « ■ . 

so ist 

^^ asing — asinatgy ^ l— tgy ^^ .^g^ 

asina-|-asinatgy l-|-tgg). • 

wenn y < 46°; ist (p > 45®, so ist diese Grösse == — tg(y — 45®). 
Diese Beispiele mögen genügen, da wir ohnehin bei den An- 
wendungen Gelegenheit haben werden, weitere beizufügen. In vielen 
Fällen mag die unmittelbare Berechnung wohl eben so schnell zum 
Ziele fuhren; namentlich dann aber werdeil diese Umformungen von 
wesentlichem Nutzen seyn, wenn man bloss die Logarithmen der 
vorkonmienden Grössen kennt und natürlich also das Aufschlagen 
der Zahlen zu vermeiden wünscht. Wir wollen nun noch einige Bei- 
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spiele von Anflösungen sogenannter trigonometrischer Gleichungen 
anführen, die zugleich zu weiterer Erläuterung des Vorgekommenen 
dienen werden, 

Anmerkung, Einige allgemeine Bemerkungen mOgen hier noch heigefilgt 
werden. Will man einen Hülfswinkel g> einführen dadurch, dass man 

sin 9> = A oder cos 9 = A 
setzt, wo A'eine hekannte Grösse ist, so muss der Werth Ton A nicht über 1 hin- 
ausgehen. Da, wenn A positiv ist, die erste Gleichung zwei zwischen und 180® 
liegende Werthe von qt gibt (die zusammen 180® ausmachen), so wflre man im 
Zweifel, welcher zu wählen sey; in diesem Falle muss man sidi für,d«n einen oder 
andern entscheiden — in der Regel wird diess für den kleinem geschehen. Die 
zweite Gleichung bestimmt den zwischen und 180^ liegenden Winkel 9 vollkom- 
men; istA^O, so liegt g> zwischen Und 90®, ist dagegen A <C[ 0, so liegte» 
zwischen 90® und 180®. 

Soll dagegen ip aus 

tg 9> =xr A qder cptg 9> = Ä 
bestimmt werden, .und man nimmt q> zwischen und 180®, so kann A einen ganz 
beliebigen Werth haben. • Ist dabei A^O, so. liegt q> zwischen und 90®; ist da- 
gegen A<^0, so wird man 9» zwischen 90<> und 180® erhalten. Wollte man 9 

etwa ans 

sin* 9 = A, oder cos* ^p = A 

bestimmen, so müsste A positiv und nicht ]>,1 seyn ; 9 wäre dann zwischen und 

90® enthalten. Sollte- dagegen 9 aus 

tg* fl5 = A, oder cotg* 9» = A 

bestimmt werden, so müsiste A positiv seyn, und man würde 9 zwischen und 90® 

nehmen. 



• V 



/ §. 32. 

1) Aus der Gleichung 

a sin X -|- b cos X = c 
soll X bestimmt werden. 

Man bestimme den zwischen und 180® Hegenden Winkel 5p 
so, dass- 



so ist also 



b , "asincp 
■ a cos^ > 

, asinqpcosx 

asmxH '■ — =c, 

cosg^ 

a sin X cos gp -|- a sin g» C9S x = c . cos 9 

a sin (x -f- flp) = c • cos gp 

. / , x c.cosqp 

8m(x-f-^) = ^« 

a 
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Aus dieser Gleichung erhält man allerdings sin (x -)- qi). Schliesst 

man alle ausserhalb bis 360® liegenden Werthe von x aus, so 

wird, wenn sin (x-j-g)) >0, x-j-qp im ersten oder zweiten, wenn 

sin (x + qp) < 0, X + g) im dritten oder vierten Quadranten liegen. * 

Man erhält also immer zwei gleich mögliche Werthe von x. Wäre 

c . cos (p ^ , ,. A ^ , ,. , 
^— > 1, so wäre die Aufgabe unmöglich. 

Sey z. B. 
log a = 2-8734275, logb=^ 1-8727342 (—), logc = 2-2473402. 
• logb r=: 1-8727342 (— ) logc = 2-2473402 

E . log a :r z: 7-1265724 log cos cp = 9*9978462 (—) 

logtgg) 3= 8-9992066 (—) E.logcosa =: 71265724' 

g) = 174» 17' 54-5" logsin (x + g)) = 93717588 (—) 

13*^36'49-2" 
_.| 193*^36' 49-2" _| 19*»18^54-7" 
^■^^~J346»23'10-8'" ^"")172« 5'16-3"' 
Die beliebige Zufugung von 360® wäre natürlich gestattet, in- 
dem auch a sin (x-f-n.360®) -|- b cos (x-f--n.360®) = c, wenn 
asinx-|-bcosx = c ist (§.9). 
Die Gleichung 

acos (x-j- a) H" t) cos (x -|-/9) = c 
kommt auf 

(a cos a-\-h cos ß) cos x — (a siii a -f- b sin ß) sin x = c, 
also auf die obige, zurück. Dasselbe gilt offenbar von den Glei- 
chungen 

asin(x-|-a)-f-bsin(x-|-/?) = c, asin(x+a)4-bcos(x-|-/?) = c. 
2) Aus der Gleichung 

cos nx -f- cos (n-^ 2) X ^ cos X 
die zwischen und 360® liegenden Werthe von x zu ermitteln. 



* Ist ^p <C 90^ und sin (x -f- gp) ]]> 0, so liegt, wie gesagt, x -f- V im ersten 
oder zweiten Quadranten ; dabei könnte es sich aber ereignen, dass der so erhal- 
tene, im ersten Quadranten Uegende Werth Ton x4~9 kleiner als q> wftre; alsdann 
wftre X negativ. Wollte man den negativen Werth von x vermeiden, so braucht 
man ihm bloss 360^ zuzuzählen^ 

Ist g> ^ 90** und sin (x -|- 9>) ^ 0, so wird der <9ben erwähnte Fall eines nega- 
tiven X sicherlich für x-\-qKCQO^ eintreten; er kann aber auch für x-f'9]^90* 
eintreten. Will man die negativen Winkel vermeiden« so wird man sich natürlich 
wie so eben helfen. 



Attflösang trigonometrischer Gleichungen. 93 

Man hat (§.14): 

cos nx -f- eos (n — 2) x = 2 cos (n — 1) x cos x, 
demnach ist obige Gleichting 

cos x = 2 cos (n — 1) X . cos X, 
und ihr wird Genüge geleistet, wenn 

cosx = 0, oder2co$(n — l)x=l, cos(n^ — l)x = f 
Die erste dieser zwei Gleichungen verlaiigt (§. 9), dass x = 90*^ 
oder 270®; die zweite dagegen, dass (n als positive ganze Zahl vor- 
ausgesetzt); . " 

(n- l)x = 60^ 300^ 420*, 666^ 

. . . , (n — 2) 360»+ 60^ (n — 2) 360«+ 300^ 
woraus die Werthe von x folgen. (Ausser den zwei ersten, für 
welche cos(n — l)x = J, erhält man die übrigen durch Zufügen von 
360^ 2.360«> U.S.W. Bis zu (n— 1) 360® + 60« wird man nicht 
gehen, da sonst y > 360^wäre. Vergl. §. 19, S. 56.) 

3) Die GleSchung asinx = btgx 
gibt, wenn man nach §. 12 setzt: 

smx=± -— =£==1, ±. ^ , ■ :=btgx, 

Vl+tg^x Vl+t^x ^ 

woraus durch Quadrirung: • . 

Aus dieser Gleichung folgt: 

tgx = oder a*=b^(l+,tg»x). 
Die erste Gleichung verlangt, dass"x=0 oder l80" (wenn man 
X zwischen und 360° nimmt); diie zweite dagegen gibt 

- tgx = ± V Z — , cosx = ±-- 

D , . - - a 

woraus freilich vier Werthe von x folgeuj die in den vier Quadran- 
ten liegen, wobei jedoch a'>b' seyn müss. Alle vier Werthe wer- 
den indessei^ nicht zulässig seyn, da, wenn a und b von. demselben 
Zeichen sind, auch tgx und sinx es seyn müssen, und wenn a und 
b verschiedenes Zeichen haben, eben so tgx und sinx von verschie- 
denem Zeichen sind. * 



b 

* Die vorgelegte Gleichung ist übrigens auch a cos x =± b, cos z = — • 

8k 
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Say a = 5, b =1, also 

tgx = 5smx, 

so ist, nach letzterer Gleichung : 

tgx=±V24. 
logtgx = ilog(24)(±) = 10-6901056(±). 

Winkel = 78® 27' 46-9" 
also hat x die vier Werthe (nebst 0® und 180"): 

78^27' 46-9", 258*^27' 46-9", 101*32' 13-1", 281*^32' 13' l*', 
von denen für die ersten zwei tg x = + 1^24, für die andern zwei 
tgx= — V24. Von diesen genügen der erste und letzte der vor- 
gelegten Gleichung ; die zwei ändernder Gleichung tgx== — 5siax. 
Durch beliebiges Zufügen von 360 • erhielte man alle beliebigen 
Winkel, welche der t^orgelegten Gleichung* genügen; wollte man 
negative Winkel zulassen, so würde man sie durch beliebiges Ab- 
ziehen von 360" erhalten, oder auch dadurch» dass man obige Werthe 
nur negativ nehmen würde, da auch tg ( — x) = 6 sin ( — x), wenn 
tg(+x) = 6sm(+x)(§.13). 

4) Man soll aus den zWei Gleichungen 

xsin{a — z) = a,, xsm(ß — z) = b 
die Werthe von x und z bestimmen, wenn a, /?, a, b bekannt sind. 
Die Addition dieser zwei Gleichungen gibt : 

X f sin (a — z) -f- sin (ß — z)] = a -|- b, 
d.h. ^ 2xsin[Ka + /^) — z] cos ^ («—/?) = a+'b. (§.14.) 
Eben so die Subtraktion: 

X [sin (« — z) — sin (ß ^- z)] = a — b, 
d. h. 2xcos[i(a+/9)— -z]sin^(a — /?):=a — b. 

Dividirt man beide Gleichungen, so hat man: 

a + b • 



tgß (« -i-'ß) - z] cotg K« - /^) = 



a — b' 



worin, wenn a — ß negativ seyn sollte, tg i (a — /?) durch — tg 4 (ß-ra) 
zu ersetzen ist (§. 13). Set^t man noch 

tg^ = ^,b = atg,.^J = l±M|=.tg(<, + 45-) (§.8). 

80 ist tgB(«+/?)-2] = tg(y + 45«)tgi(«— /»).- 

Aus dieser Gleichung ergibt sich {(a-\-ß) — z (immer mit zwei 
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Werthen, -die um 180® verschieden sind), also auch z. Kennt man 

nun z, so findet man x aus den Oleichungen 

a b 

sin (a — z) sin (ß -r- z)' 
oder auch 

a-f-b ' a — b 



X=: 



2sin[Ka+/?)--z] cosf(a— /9) 2 cos [^ («+/?)— z] sini(a— /?)' 

Wären bloss die Logarithmen von a und b gegeben, so würde 

man natürlich die erstem Gleichungen .bequemer aiiwenden. 

Die Gleichungen 

xcos(a — y) = a, xcosj(j? — j) — b 

kommen auf die frühem zurück, wenn man setzt: 

y = z — 90^ 

Als Beispiel wollen wir a=:180^ /^ = 90® voraussetzen, also 

die Gleichungen 

X sin z =;;: a, x cos z = b 

uns vorlagen. Dann sey 

" log a = 0-1727600 (—), log b == 0-3531 154 (—), 
K«+/?)?^135®,K«-/^) = 45»; 
logb== 0-3531154 (—) 
E.loga= ^ 9-8272399 (—) 

logtg^ — 10-1803553, 9) = 56®34' 8-6", 9) + 45® = 10P34' 8-6" 
logtg(y+45®) = 10-6888658(-) (loioQi/Q.ß. 

logtgi(a-/g) ^lQ'OOOOOQO 136®--z== '"\^^^^.2^^ 

Iogtg[i(a+/?) — z] = 10:6888658(— ) '^ "^^^^ 

101®34'8-6" _\ 33®25'51-4" 

^""j— 146®34' 8-6" 

Will man den negativen Winkel nicht annehmen, so addire man 

360® und erhälf z = 213®25'6}l-3".* Da a und b negativ sind, so 

wird x negativ seyn, wenn man den ersten Werth von z, positiv 

wenn man den zweiten wählt. Man hat im letzten Falle : 



* Diese Znfügung Yon 360° za z ist hier offenbar gestattet, da in den nr> 
sprfinglichen Gleichungen eine solche erlaabt^ist. Ist nftmUch 

zsin(a — z) = a, zsin(/? — z) = b, 
Bo ist auch 

X sin [« — (z + 360*^)] = a, x sin [ß — (z + 360^^] = b, 
gemäss §. 9. Beyer man jedoch eine solche Znfügung Yomimmt, muss man sich 
immerhin überzeugen, ob sie auch geradezu gestattet ist, was immer sehr leicht ist. 
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loga = 0-1727600 (—). 
E . log sin (g — z) = = 6-2589023 (—) 

logx = 0-4316623 

X = 2-70186 (im ersten Falle x = — 2-70185). 
Uebrigens hätte man in diesem Beispiele auch direkt: 

cotgz = -, x=±Va*-|~^'« 
a 

5) Aus den Gleichungen 

sinx = asiny, 2tgx = tg4y 

sollen X und y bestimmt werden. 

Man hat zuerst hieraus durch Division 

2tgx _ tg^y 

sinx asiny' 

d.h. 2 sin^y __ 1 



cosx 2asin^ycosJy^cos^y 2acos*^y* 
cosx = 4acos*^y = 2a(l + cosy) (§.14). 
Da aber sin^x + cos'x = 1, so ist also cos^x-(-,a*sin'y = 1, 
d.h. a'sin^y4-4a^(l + cosy)^=l, 

oder a^ — a*cos^y-f-4a' + 8a'cosy-j-4a^cos^y = 1, 

3a*cos*y + 8a'cosy = l — 5a* 

cös*y+|cosy = gp — f, 

cosy==— |±.V -^ + i. 

Setzt man nun 

3 V3 1 

*^'^'^^' *^*^^~' 37^"^**^'^' 
so ist 



cos 



y = -|±iVtg^9>+,i = -j±- 



3 COS 9)' 

l + eosy = -J±.3-l-;=-j[l +^1 = -^.^*'-^^^^. 

3cosy *L cosyJ cos<jp 

Aber (§.14), 

cosy — 1 r\ — cosy*\.siny ^Axs}\ip 

cosy ^ V siny J co^Kf 2sin^ycös^y 

— tg^ytgy, 

cosof+l /^l 4- cos CD "^ sin o) 2cos*icp - . , 

^^^^— =I~V — -^ I ^ = ^ . , ^\ tg^ = cotg^ytgg), 

cosg> V smy ^'cosy 2ßmJ(pcos^9) - ^ ®^ 
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mithin 

|— ^cotgiytgy. 

Daraus ergibt sich zur .Lösqng' unserer Aufgabe das folgende 
GleichuDgssystem (da 2 a (1 -j- cos y) = cos x) : 

12a -- ■ * ' ^ 

■jtgi^tgy, tgiy=:2tgx. 
• 2a •• • 
— -jcötgiytgy 

Sey z.B. log a= 0*8593277 — 1, so hal man- die nachstehende 
Rechnung^ - ' - 

|iog3= 0-?385<)06 log2= OSOIOSOO 

E;loga = 9H06722-fi loga= 0-8593277—1 

10jgtg9i = 10-3792328 logtg45)= 98235321 

y =: 67 • 20' 3-37" logtg q, = 10-3792328 

V9>==.JJ3*40'l-68" E.log3 = 95228786 
. . ■ -• • 1ogcoax= 9-8860012 • 

x = 39" 43' 26-18" 
. log 2= 0-3010300 
' lo^tg^r^ 9-9195602 • 
•; . k)g tgiy== 10-2205902- 

. iy= 68*57'46'68". 
. . y = ll7*56'33a6". 
Wir haben hiebe! nur^en einen Werth von cos x benützt, und 
X bloss =3:39*43' 26*18" gesetzt, während auch 

X ^360^ — 39^3;' 2615"' 
seyn könnte. (Die hier behandelte Aufgabe kon^mt in der Astro- 
nomie vor, 'Vergl, Grunert^s Archiv XX, S. 29^.) 

§. 33. - • ' 

Bereits, früher haben wir Gelegenheit gehabt, Bögen, welche 
Winkel ntni&pannen, zu betrachten^ wir haben dort den Halbmesser 
willkürlich gelassen. Oft ist es jedoch bequemer, denselben = 1 zu 
setzen, da dadurch der Bogen leicht aus^drücken ist. Beschreibt 
man nämlich zwischeü den Seiten eines Winkels x mit einem Halb- 
messer =~^ 1- einen Bogen, so ist dessen I>änge: 

Diengfer, «bene Trtfononfetri«, ' * ' 7 



9£ Vi«rt«r Abselmkt, 

wenn x in Graden gegeben ist, . ' . 

gleich ^, log ^ = 8-2418773674-10, 
wenn x io Minaten gegeben is^, 

«'«'^'^ i^' Iogj3^g^ = 6-4637261170^10, ' 
wenn x in Sekunden gegeben ist, - 

«'^••"'' 180^^760' '«« fSÖTlOÖ^ 4-6856748666-10. 
Wir vollen die Bezekhnuiig so wählen, dass wir scbreibenarcx 
^nncT darunter denjenigen Bogen. (arcus) verstehen, der zwischen des 
Seiten des Winkels x niit einem Halbmes3er.=:±^l beschrieben is't. 
1) Wir wollen nnn annehmen, man lege «ns die Gleichung 

aFCX^==:2sinx 
zur Auflösung vor. Es tritt diese Frage danh auf, w^nn .man in 
einem Kreis diejenige Sehne sucht, welche 'd^ zci ihr-gehörigen 

Kreisausschnitt halbirt. Ist nämlich x der'MittelpunJctswiokel, r 

r^ 
der Halbmesser, so ist r.arcx die Länge des Bogens, also — arcx 

• ^ 

die Fläche des Ausschnitts; die Fläche des von der^ Sehne und bei- 

' r^ * 

den Halbmessern gebildeten Dreiecks ist — sinx, also nauss 

.2 

2 

r 

— arcx = r^sin^ arcx=2sinx 

seyn. 

•Um diese Gleichung zu lösen, verfahrt nian in folgender Weise : 
Gesetzt man kenne, zwei nur^ wenig vdn einander verschiedene 

Winkel a und ß {ß> a) so beschaffen, dass 

avca — 2sina und arc/9 — ^,2sm/9 j. 

von verschiedenen Zeichen i^ind,. so wird der gesuchte Werth von 

X nothwendig zwischen a und ß liegen. * 

'^ • . 

* Sejr z. Bi die (Ms^e arc a -*- 2 sifi a negativ, zxcß — 2 sin ß, positiv ; Corner wird,. 

da arcx sowohl als 2sinx sich mitx rnur aUmftlig (fndert)» die Grös^^e %rex — 2 sin x 

auch sich mit x nur alfmftlig ändero. Da naq .für x = « diese Grösse negativ für 

X =|9(^a), aber positiv ist, so wird sie, wenn man x von a bis /9^^allmttlig wachsen 

lässt, einmal durch Null gehen, d.li. es wird einen Werth von x zwischen * und ß 

geben« fUr den arc x — 2 sin x = 0, also arc x = 2 siu x ist. Gerade diesen »bet 

suchen wir. ' • ' . 



/ 

J 



Auflösung trigondmetrisdierOleichiiogen. i^g 

Man wird also setzen können 

wo die GrröÄse n J^lein im VeFhältniss zu a ist (also z. B. nur wenige 
Minuten oder Sekunden beträgt). ^ 

Per' Annahme nach hat man also: 

äfc(a-4-u) — 2 sin (a*-j- u) ~ 0. 
Femer ist offenbar. 

arc (a -}- 0) = arc a -f- arc u, sin (a -f~ ") ^^ sin « + arc n cos a, 
wenn man cos u = 1, sin u == arc u setzt (§. lo), was man beiläufig 
darf. Demnach ist ' 

arcflf-f-arpu — 2sina — 2ärcuco8« = 
arcu [1 -^ 2coei<x] = 2 sinof — arc« 

2sina — arc« 

arc u =-— :; S-" — -- 

1 — 2 cos« • 

aus welcher Gleichung beiläufig arcu, also auch u gefunden wird. 
Ob nun der wahre. Werlh zwiöchen a und ä-^u, oder a-f-u und ß 
liege, entscheidet sich durch die Zeichen von 

arc« — 2sin«r, arc(te-f-^) — 2sin(a-|-tt), arc/? — 2sip/?; 
sind die zwei ersten Grössen von dem^lben Zeichen, ' so wird x 
zwischen a-^n und ß iiegenj« sind sie von entgegengesetztem Zei- 
eben, zwischen a und a-j^u, inrmef unter der Voraussetzung, dass 
a-\^\x<Cß. Man hat jetzt zwei nähere Gränzen von x, mit. denen 
man in derselben Weise verfahrt. Es gibt noch, eine ändere Art der 
Auflösung, die wir sogleich ans einander setzen wollen, nachdem 
wir obiges Beispiel nach der angegebenen Wei^ gelöst haben. 



Von diefiem W'erthc an -wird arcx natürlich immer wachsen, da ja arc z über- 
haupt wficbRt mit wachsendem x; da diess bei 2sinz nicht der FalUst, so wird also» 
nicht mehr arc x = 2 sin z werden können, so dass es nur einen einzigen Werth Von 
X gibt, der müderer Gleichung genügt. Wir setzen freilic)i dabei'jc nur positiv Tor- 
aus. Würden wir auch negative' Werthe zulassen, so gftbe es noch einen z'Weiten 
Werth, der, dem ersten gleich; aber nagatiy wäre. 

Uebrigens ist .auch für z = Ö: arc z = 2 sin z; diesen Werth aber wollen wi,r 
nicht weiter beachten. ' • ' 

Unsere Auflösung setzt voraus, dass .maxi zum voraus zwdi Grrftnzen kenne, 
zwischen denen z liegt. Diese selbst hat man durch I^obiren zu finden, was kei- 
neswegs sehr -schwer ist. Man hat zu dem Ende ja bloss die. zwei (z. B. um 1^ ver- 
schiedenen) Werthe a und ß zy suchen, so beschaffen, da«s 

2 sin ft ^' arc o, ^ sii\ /:? <[ arc ^ ' 
ist. ' : 

7* 
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Man findet för a = 108^ /?= 109*, weno.man die.Tafeto für 
die zum Halbmesser 1 gehörigen Bög^n benützt: 

arc 100** = 1 -74632 ^ arc 100*» = 1-7463» 

arc 8^ = 013962 . arc 9*^ = 006708 

arc 108 • =^ 1 88494 arc 109** = 1*90241 

log 2 = 0-30103 log2 = 0-30103 

log sin 108® = 997821 log sin 109^ = 9-97567 

0-27924 0-2767/) ' 

26in 108** = 1-9021, 2sin 109*^=1-891 

also arcl08** — 2sinl08**<0, arc 109** ^2 sin 109** >0, 
d.h.ji zwischen 108** und 109**. Mithin: . 

2sinl08** — arclOS** 



arc u = 



1 — 2 cos 108** 



. log 2 = 0-30103 0-Ö172 ^^,^ 

logcosl08** = 9'4899 8(^) ^^^^ = m8Ö = ''^'^' . ^ 

9-79101(— J u. zwischen 36' und 37', also ange- 
2 cos 108** = — 0-61803 fähr • x = lOä^ 36', so dass man 

1-2 cos •108*=;^l '61803. vermuthet, es liege x zwischen 

2sinl08'>r-arcI08''=O0l^2 108»36' wid 1©8*37'. ^ 
Es ist nunmehr : - 

arcl00**=l-7463292 arc 100** =1-7453292 

arc 8** = 0-1396263. arc 8* = 0-13Ö6263 

arc 36' = 0-01 04720 ' arc 37' = 00107629 

, arc 108**36' = 1-8954276 . arc 108*^37' = 1-3967184 

• log 2 = 0-3010300 log 2 = 0-3010300 

log sin 108** 36' = 9'9767022 log sig 108**37' = 9-9766597 

0-2777322 0-2T76897 

2sinl08**36' — 1-895536 23in 108** 37' = 1-89535 

..Da somit 
arc 180**'36' - 2sin 108**36' < 0, arc 1 08** 37'— 2 sin 108** 37' > 0, 
so Jiegt X .zwischen 108** 36' und 108*37'. Man' setzt also jetzt 
a=108**36'undhatr 

logcosa.= 9-5037353 (—) ^ .^ ■ 

log2 = 0-3010300 - 

9-8047663 (—) 
2 cQs a = — 0-63791-87, 1 — 2 cos «= 1 6379187, 
1-895536 — 1-895427 0-000109 



arcu = 



1-6379187 1-6379 



. Auflösang trigonomötrischei- Gleichnngeo. IQX 

alsa wenn man u in Sekunden hiernach logärithnlisch berechnet 
(vergleiche die Note zu §. 30): 

log arcii'' =t 0.82315— 5 

5'3144'a 
. 113757 

u = 13T2'^: 

. • 

Also beiläufig x==:lö8*36' 13". Man hat 108^36' 13"=390973", 
mithin wenn man' arc 108** 36' 13" logarithiiiisch l?erechnen will 
(Note zu §.30): * , 

log 390973 = 5;592 1468 log 2* r=. 6-3010300 

. 4-6855749 log sin 108^36^ 13." — 99766930 

iagarc 390973"= 0*2777217 ' log? sin 108*^36' 13" = 0*2777230 

log 390974 = 5-592147.9 ' log 2 = 0*3010300 

4*6855749 • log sin 108» 36' 14" = 9*9766923 
logarc 390974" = 0*2777228 log 2 sin 1-08^36' 14" = 0*2777223 

- * ^ 

also arc 108^*36' 13" — 2 sin 108*^56' 13" < 0, 

arcl08^36'14" — 2sinl08^36'14">0> . 
d.h. dw gesuchte Winkel x Kegt zwischen 

• rö8"36' 13" und 108^36' 14". 

^ Wir haben oben gesagt, dass es noch eine zweite Methode gebe, 
nach welcher man Gleichungen dieser Art lösen kann, und es ist 
von Interesse, dieselbe ebenüills darzustellen.. 

Da man arcx = 2sinx, 

also aucli log.arcx = k)g(2sirix) 

haben soll, so wird man wieder wie^ vorhin zuerst ^wei wenig ver- 
schiedeoe Werthe a und ß subhen, für welche die Grössen 
logarea^ — log (2 sin a), log arc /?"— logY2 sin /?) 
von entgegengesetztem Zeichen sind. Der wahte Werth x liegt 
dann zwischen a und /?, so dasa man ^ ^ 

ix^^a+u 
wird fetzen können. Da a-(-u nicht, viel verschieden ist von a, /? 
dessgleicten, 80 hat man nach §. 15: 
log 2 sin (of -f- u) — !og 2 sin er : log2 sin /? — log 2 sin rt =± u : ß — \ a, 

log arc (a-j-n) — log arc ä : log arc ß — log arc ce == u : /? — a, 
woraus leicht folgt, wenn man die^ersten Seilen beider Proportionen 
subtrahirt : 
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log 2 sin {et + u) — log arc (a r:j- u) -7 log 2 sin a -4- log a^Q u : 

log2sinjff — log^rc/^ — log2sina-j-logai'cc« = u:/^— flc, 

und da log 2 sin (« + u) = log arc (a -\- u), so ist also . log ärc a — 

log 2 sin a : log 2 sin ß -^ log arc /? — [log 2 sin a— log arc« ] = u : 

ß—a,' ^ , ■ 

^_ . log arc CT — log 2 sing 

~' ' log-2 sin/? — log arc j? — [log 2,sin a — log arc a\' 

Im obigen Beispiele ist a = 108^ ß= 109*, ß — a = 60', 
logarclOS^— log2 sin 108*= — 0-00395, log2sin/? — logarc/?= 
— 0-00260, also > 

»^ ^ ^Ö •_ 0.p0260 -0-00390^^^' 655 =-^^- 

Weiter ' «= l08"36' = 6516'; ' 

log arc 108^36' = 0-2777072, log 2 sin 108^36' = 0-0777322, 

/?— 108'37' = 65l7',/9-g^60^',; 

logarcl08**37'=:0-2777738, log 2 sin 108^=^0-2776897, 

— 250 260 

„//— .ßO tz2l =-60 -— 1_ — IS" 

also X = 108"36' 13" wie. oben, ;- 

* 2) Sey vorgelegt:. , . . * • 

i ' . arcx=:f&in2x+.|/r, 

welche Gleichung w ir ebenfalls nach beiden Methoden lösen wollea. * 
Zunächst hat man wieder zwei Weri^he von x, a und ß^ zu suchen, 
für welche 

arcCT — isin2a — ^n^ arc/?-^$^in/? — \t€ 
von verschiedenen Zeichen sind. Alsdann setzt man 

. x = a-|-u, " , • , . 

sodann cos u = 1, sinai = arou, sin 2 u = 2 arc u, . 



*~ Man findet diese Gleichang, wenn man einen Viertelskreis durch eine 

Senkrechte anf eitfen der zwei hegrAnzenden Halbmesser balbif^n will. Würde 

etwa in der Figur 13 man sich einen senkrechten Halbmesser auf CQ in C denken 

und 68 soUte AF6. gleich = 1 4e'r KreisflAche seyn, se wäre G^A = x und alsa 

A u^xriAr. '''«wcx ._^ , r'shixcosx r*sin2x 

Ausschmtt GAC = — - — , AFC == — ?— r — — =? : — =-, 

2 2 4 

> • - ' ** 

d.h. mithin: r'arcx r'sin2x r'jr < . -, ä' 

' -j j— =.— ,arcx-'^sm2x = p-.. 

•der 1 . o 1 * 

arcx =Tsm2x + — . 

4 



Aufiffsmig. trigonometrischer Gleicbangeb. \Q^ 

und hat : . arc (ia + u) ^= ^'^\ni2a -j^. 2 u) -)- J nr, 

d.h. ■ arcÄ-f^*arcu = ism2a-|-arc^.cos.2a-j-{fr 

arca — %sin2t€^ — i;r 4sin5«-4-i^ — a**ca - 

avcu= r-~ = — i^±=? — '-±-^— , 

cos 2 a — 1 1 — cos 2 a 

nach weicher Formel larcu erhalten wird, und u sodann Jeicht ge- 
funden werden kann; , ' 

Der ganze Rechnangsmecluinismus ist nun der folgeode, wobei 
'«rir wieder' Tafeln von arecK beofitzen vollen. 

arc66'* = 11519173 
arc67*=1169a705 
lQg8inl32"=s:?-8710T.S6 . lo^sinl34" = 9'ß569841 . 
E . log 2 == 9-^989699 E . log 2 = 9-6989699 

0-6700434—1 ' 0-5559040—1 

|sin 132* = 0-3715724- fsin 134* = 0-35967 

./ |?r ^ 0-78539 82 ;. |?r = 0-78539 

1-1669706 1 14606 

arc«6t< isin ISS^+i»». afc67» >4sin lM''-^in, 

• ' a==66», /Ji^67''. 

cos 132"' = - 0-6691306i 1 — cos 132» = 1-6691306 
1 •1569706 — 1 -1619 173 50533 . ^„«„„0 
- 1-6691306 . 16691306 

tt zwischen .10' und 11'. 
arc 6^«= 1-1519173. arc 66* =1-1519173 . 
' arc 10' = 0-0029089 . «rctl' = 00031998 
arc66*10' = 1-154826? arc<)6*ll' = ri551l71 <. 
log sin 132*50^ =9'868785l logsin 132«22' = 9-8685548 , 
. E.tog2 = 9-6989699 . E . log 2 = 9-6989699 

' 0:6677600—1 '0-5675247—1 

^sin 132*20' = 0-3696196 i sin 132* 22' =^036942 

171 = 0-7853982. t7 r=0 -.78539 , 

r-1550178 . V15482 

a = 66*10', /?P=E66*Ui^ 
cos 1 32* 22' = — 0-6738726, 1 — cos 2 « = 1 •.6738726, 
1-1560178-1-1548262 ^^^„.. 
."'""== . .1-6738726 ;■ .^^•^^^^^^'' ., 
u zwischen is"" und 24^'; also xf=66*10'23", auf Sekunden g«a»u. 
Nach der zweiten Methode muss 
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• log [are^ — ^tt] == log ^ sia2 x 

seyn. Demnach: • ^ ' 

log^sia(2 a -|- 2ii) — iog^sin 2a ; log^^sin 2^ — logjsin 2 a 

log [arc (a + u) — J^r] — log (arc'a — {tc}: log [arc ß — | nr] . 

— logfarca — i7r] = u:/^ — «, 
woraus dann, da log [atc (a-^-.n) — ^tt] =:Jog^ sin (2 a -j- 2 u) : 
log [arc a — I tt] — log ^ sin 2 a : log $ sin 2ß — Icfg [arc ß — | »] 
— [log^sin2a^log.[areer — Jyr]l =n:ß — a 

. n = (ß^a). Iog[arccr-K]~logism2c. 

logisin 2/? — log[arc^— |7r] — }log|sin 2 a 



— log [arc a — J tt) 



log [arc 66^— ^tt] ~ log 0-366519I = Ö-6640966r~l 

' Jpg ^ sin 2 <^ — 0-6700434— 1. 

— 0*0059468 • < 
log [arc 67 ^ -^ i^] === rogO-3839724 = 0-584S0M— J 

log^STn2/y — 0'5539040->l 

0-028i{960 
„^gn ,—0-0059468 - • • ♦ 59468 

' — 0-0283960 — 0-0069468 "^ " 343428 "^ * 
a = 66n0', /?2='66m', /?— a = 60". 
log[arc66nö' — i7ir}:^logO-3694279 = 0-66?r6297-rl ^ 
' ~ - 'log^ sin 2ä= = 0'5677550— 1 

— 0-0002263 
log [arc 66® 11' — i7r]*= IogÖ-3697188^ 0-5678715— 1 

Jogj sin 2/y = O-5675247-^l 
^ ' 0-0003468 

^^ —0^0002253 ■ ^ 2253 

-^ 0^00034^ -0-0002253"" 5721'^ ^' . 
also x = 66M0'23-6". 

3) Man habe die Gleichung; ' > 

arcx.sin^x= 1. * . . 

— — — — ■ ' , . 

* Man erhält diese Gl^ichnag,- wenn man sich die Aufgabe stellt, in^ eitfem 
Viertpkfcreis einen von einem Endpunkte aas gerechneten Bogen zu bestimmen, 
so, dass seine Sehne, w«nn man sie ver>angeft, bis sie den Halbmesser des andern 
Endpunkts des Viertelskreises trifll, mit-iljrer Veirl&ngerang dem Bogen gleich s«y. 



Auflösung trigonometrischer Gleichungen. i05 

Hier ist also ' . . 

• arc[a-{^a]sin[ia-|-i'i] = 'l> 

jarcof-f-arcu} jsiÄiflf + ia!rcucos^a}. = 1, 

oder wenn man arc*u vernachlässigt: ~ ^ ~ , • 

arc€rs|n^<«-|-arcu[sin^ft-|-^arcacosfa] = 1 

1 — arcasin4a . 

arc u == -T-7 — j— r-^ . 

.sinjöf-f-^cösjaarca ^ . 

Rechnet man nach diesem Schema, so ergibt sich . , 

x = 84»63'38'8". 

Nach der zweiten Methode müsste 

logarcx-f-logsiHix = 

seyn. Nun ist ... 

Logsini(a-^u) — ^^logsin'ia:logsin^/? — logsiH^a = u:jff — a, 

log apc (a -j- ") "^ log *rc « : log ärc /9 — log arc a = a; /^ — cc^ 

woracus diu^ch Addition; da ♦ - . 

log sini(« + u) -f- logarc (« + u) = itst, 

^- log sin I a -^ log arc ä : log sin ^/9 -f~ Ip^ a^c ß — loja^^sin ^ a 

r— log are « = u : /? -^ a 

' jj ^ (ff a) • ^^^ ^^^^ ^ • s^Q4:«] 

/ . ^ log [arc a. sin ^a] — log[a«c/Jsini/9j*. • 

Wii: woUeR hiernach die Rechnung nochmals dur.efaführen : 

a—84\ß==85^ß-^a = 60\ 
loga3;c84®= 0-1661566/ logare86" = 0^712962 

log sin 42« =^ 9'82551< 09 log sin 4?^30' = 9*8296833 

. - ; 0-9916674— 1 , 0-0009795 

=z~.0Q083325 . 

^iiA ^ -0-0083325 ^^ 83325 ^^^, 

u - W . _Q.oo83326 -^ 00009795;" ^^ : 93120 ^'^ . 

a == S^^'SS', ß = 84" 54', ß — cc = 60". 
log arc84»53'^ 01706997 »logarc84<^54' = 0:1707850 
log sin 42« 26' 30" : ^ 9-8292003 ^ log sin 42» 27' = ^9-8292694 

O-9Ö99OO0— 1 - 0-0000544 

^ -^ 0-0000999 
n - fto -Q'0000999 ' ^ 999 _ . 

" - 60 . _ (^.(^^^^9Qg ^0-0000544 ~ ^^ ' 1643.7 

x = 84.« 53' 38-8". 
Zur Uebuug mögen, dienen: 
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aic X = cos X, X = 42* 20' 47*2" ; 
arcx = sinx + i7r, x = 132^20' 47^2", 
arc^ = sinx-f Itt, x= 149*».16'27•0''; 
a^c x = i tg x, x = 6j6^ 46' 54-2*^. 

(JE^ler» iniroductio JL) 



Fjinfler Abschnitt. 

Bestimmimg eines Dreiecks ans Verbindniigen einzehier Stücke. 

/ , §.34.. 

i 

r 

Wir haben im dritten Abschnitte gesehen, in welcher A\^eiße ein 
Dreieck zu berechnen ist, wenn gewisse Stücke in demselben bekannt 
sinä. Die dort als gegeben angesehenen Stucke waren jeweils nur 
einzelne Seiten und einzelne Winkel. Es kann aber auch der Fall 
eintreten, dass die gegebenen Stücke nicht einfach Seiten und Win- 
kel, sondern Verbindungen mehrerer Seiten und Winkel sind, oder 
dass \feitere Grössen bekannt sind, die das' Dreieck geometrisch 
vollkommen bestimmen, so dass es auch analytisch muss bestimmt 
werden können. Wir wollen, ohne uns. in weitere allgemeine Er-. 
<^rterungen einzulassen, an einer Reihe ven Aufgaben zeigen, wie, 
man hier zu verfahren hat. ' 

1) In einem Dreieck ist gegeben eine Seite a, ein ihr anliegen- 
der Winkel B, und die Differenz der beiden andern Seiten; man soll 
das Dreieck berechnen. 

Die beiden andern Seiten sind b und c; wenn nicht gesagt ist, 
welches die grössere der beiden seyn seil, so' ist die Differenz b — c 
positiv oder negativ zu nehmen, so dass wenn « die gegebene Diffe- 
renz, man hat .b — c = + a. 
. Nunist(§:22 (29)): / ' - 

sin A : sm B = a : b, sin C : sin A == c : a, 
, a sin B a sin Q 

sipA , smA 

mithin, da sicherlich A-f-B + C=: 180 ^ C.= 180" — (A-f B), 
«in C = sin (A -}- B) : 



> 



I 



Bestunmung eines Dreiecks _aas VerbiDdiingen einzelner Stücke. I07 



SIUa r 



,- 2cos(B^f)sin(-f) -, 
I o A A \ 

■- V. Sin — r*nc - — ■ 



2 sin— COS — 
^ iL 



(§. 14) 



acos(^Br|-^JsjH^ acos(^B + |J 

= X \ '— (§• 1^) ^ — --^K 

sm — cos-r - cos — 

2 2«' 16 ' 

= — aoosB + asinBtg- (§.8), 

+ a := — a cos B -|- a sin B tg~, 

4t 



tgo = 



acosB ± a 



2 asinB ' 

A - • ' .. 

woraus, da — <90®, der Winkel A bestimmt werden kann, voraus^ 

gesetzt, dass die zweite Seite <lieser Gleichung positiv -ausfalle. Ist 
also z.B. h stumpf, so kann. bei « bloss das obere Zeichen gelten, 
da natürlich dann b > c ist u. s. w^ I«t nunmehr A bestimmt, so 
kennt man in dem Dreiei^ke eine Seite und alle Winkel und kann 
dasselbe nach §. 24 berechnen. 

'Seyetwaa=:173, B = 56^25' 13",. b>c,« = 2Y, öo ist 
acosB = 95-686, acosB + a= 122-686, 
log(acosB + a) = 2- 0887950, logasinB=: 2-1587521, 

log tg|^ = 9-930Ö428, f = 40^*24' 18-6", A = 80M8' 37-1". 

Anmerkung. Wären beide Grössen acosB^-o; acosB — a positiv, so 

A 
gäbe es zwei Werthe von r^^ also auch ^trei Dr^ieckfe; in dem einen (a mit dem 

obem Zeichen) wäre b^c, in dem andern b<^G. Es versteht sich 'von selbst, 

A 
dass, wenn das Dreieck mOgUch seyn soll, nicht bloss tg -^ positiv ausfaUen muss, 

sondern es mnss auch A -^^ B <^ 180*^ se}[n. üeberhaupt dürfen bei aU. diesen Anfr , 

gaben die Resultate den Grundbedingungen der Möglichkeit eipes Dreiecks nicht 

A 
widersprechen. — Fiele tg — - negativ aus, so wäre mit den gemachten Angaben 

4 

ein Dreieck unm^Sglich. 

2) Der Umfang, eines Dreiecks ist gegeben, so wie die drei Win- 
kel, man soll das Dreieck berechnen. 
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Man bat: a:b = 8inA:smB9 a:c = sinA:sinC, 

a&inB asinC 

sinA smA 

also da a4-b-f"C=:a gegeben ist: v 

, asinB , asinC rsinA-f-sinB + sinCT 

smA sinA L smA -» 

Aber 

sinC = sm(A4-B)=2sinKA + B).cosf(A + B), 

• siaA + sinB;^2sini(A + B).cosKA--B), (§• 14) 

also 

sin A+sinB+sinC = 2sini(A4-B) [cosi(A+B)H-cosi(A— B)J 
=:2&in^(A-t-B)| 2 cos— .oos— I =^4sini(A + B)cos— cos— , 

und da sin ^ (A + B) == sin [90 • — i C] = cos,^€, 

also •Ai-T>i«n.i*AB C 

sm A+smB + sinC = 4cos-r cos — cos— , 

' ' - = 2 2 2.. 



so ist 



4cos4Acos4Bcos4C 4cos4Acos^Bcos^C 



^inA 2sin^Aoos4A 

= 2a. 



cos^Bcos^C ^ 



sin^A 
Hieraus: 

. A . B . C 

sin-^. sm- sm^ 

* = i«- Ti Fi» b==^a. ;: j^, 0==^«. 



B C ' A C ^ A B 

cos —cos — COS-t cos -T cos — cos jr 

2 2^ 22 22 

Für a ==13000, A = 48« 17' 30'', B = 63*'Ö9'.40", C == «8"2' 50", 

erhält man: . 

. a== 3775-96, b = 4532:85, c = 4691 19. 

Wollte man den Flächeninhalt des Dreiecks dnrch die gegebenen 

Stücke finden, so hätte man für denselben (§. 28) : 

-. A . B . ^ . A , B „ . C C 

absinC . /°»2*"'2*'°^ «»«'° 2 ^'° i'^''" 2.""* 2 

2 ^ B A ,C ö B A ,C' 

cos — cos— cos '— (TOS -r^cos -r cos * — , • 

. A . B . C 
smjsmäsin^ ß 'C 



cos — cos — cos — 
2 2 2 



Bestimmimg eines Dreiecks, ans Yerbindimgeii einselner Stflcke. 109 

3) Man kennt die sämtntlichen Winkel eines Dreiecks und die 
Sumnie a-}-b zweier Seiten. ^ 

Aus §. 2a folgt: 

_ (a4:b)sin^C . ' 

^""cos^CA — B/ 
wodurch die dritte Seite gefunden, und somit die Aufgabe auf §. 24 
reduzirt ist. . . ' — 

Man hat übrigens auch nach ^^ 23 Formel (32): 

wodurch a — b gefunden .wird, und da man,a-f-b bereits kennt, so 
erhält man leicht a und b. 
Für ^ ' . 

a-fb=:650,A = 6ö^28'13-6",B=r42*30'3-6",O=72M'42-8" 
findet sich a = 373, b = 277, c = 390. * .. 

4) Ist die Differenz a — b gegetben- und die Winkel, so hat man 
(§.23): .' 

^ ^ ^sln^CA^-^'B Y "^^^^ a •+ b =r (a - b) cotg ^ C fcotg i (A - B). 

Für 
a — b = 3243-2, A== 79^8' 33", B=^ 44^7' 56", C=:66^33'3l" 
folgt: ' a^ll22y% br^ 7984, 0=1= 9Ö39-18. 

5) Man kennt eine Seite a eiijes Dreiecks, die Diflferenz'B — C 
d^r beiden Winkel an derselben (B > C) und die Differenz der zwei 
andern Seiten b — c (natürlich auch b > c). ' 

Nach§.23FonÄel(33): ^ . 

^. asinKB — C) 
cos*A= —^ ' 

• * b — c 

wodurch* A gefunden wird. Dan1i ist (§.23 Formel (32)): 

b + c = (b — c)cotgi Acotgi(B — C), 
wodurch b -f~ c erhalten wird^ also, da man b — c kennte auch b und 
. c, so däss ^etzt genügende Stücke bekannt sind (§. 26). 

a = 5691-99, b — c = 1363*02, B-r-C = 26®57'26", gibt 
A = 40«37'20"; b=:.867l03,' c = 7308:01, B = 82^40' 0", 

C = 56^42.'.4Ö". ^ 

6) Man kennt nebst den drei Winkeln die Grösse a-|-b— c 
und soll das Dreieck berechnen. 
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Wie in Nr. 2 ist ^^ 

. , . rsinAH-sinB — sinCl 

a + b ^r c = a I — ^ ; — p ■ 1 ' 

' L smA J 

_ r 2 sin ^ (A+B) cos k (A — B^ ^ 2 sin \ (A+B) cos \ (A-f B) n 

-^^•L 2sin4AGOs4A J 

^ ^ sinKA+B) _3^ -^>cösi(A + B)1 ^ 

sm^Acos^A 
2 a cos ^C sin ^A siir ^B _ 2 jtsia jB cos ^C 
"~ sin^Aco^iA . ~~ cosJA . . ' ^-^ . ' ' 

(a-f^b — c)cos^A (a+b-r-: c).ces^B ' 

^^ 2ßiniBoosiC ' 7" . "2sin^AcösiC ' 
c = (a + b) — (a + b — c). 

a + b— c = 910, A=^67»22'48-5", B==53«7'4ft-4'.', 
G = 5&*»29'23-1 gibta = 975, b = 845, c = 910. - 

7) Es ist die Sfuiniöe a + b, die Seite c und Winkel C.gegebeH. 
Da C gegeben ist, &o ha.t man A-f B = 180*^ — 0; ferner folgt 

*^ . . C 

also wenn manA>B voraussetzt, so linaet sich hieraus -^— — , 

indem .gaM sicher ^(A — B) < 90®, mithin da auch^(AH-B) = 
90^ — ^C, so findet, man A und B . und die Aufgabe ist auf §. 24 

zurücl^eführt. . 
> a + b = 944-3, c = 525-486, C = 64"9'16" gibt 

A ^40*32' 16'', B~75n8'28", a = 379-5, b== 664-8, ^ 

§. 35. 

8) Man kennt den Flächeninhalt F eines Dreiecks, eine Seite a 
und den. Umfang Ü = a -f- b + c. 

Aus §. 23 Formel (34)folgt. da 2s = ü: - ■ -^ ■ 

A \- / gu -b) gu-"^ _ \ /W^ a) gu- b) gu-'^ 

*S 2 = ^ ^UgU-a) ^ aü)XiXT-a)' 

^ (§.28, Nr.l). 



. ■ ~iUgÜ — a) 

Hieraus findet sic6 A. Dab-f-c = Ü — a, so kennt man auch 
b 4" c> mithin erhält man^ aus §. 23: 

C0f5i(B — C)= -^— ; — 
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niid w^nn man B > C voranssfitzt, den Wjnkel B -^C; da B + C 
r= 180"^- A, SQ flrfdet man jetzt Bund C und kann, da - , 

b — c = (b + c)tgKB-C).tg4A (§..23 Formel(32)), 
leicht noch b -^ c berechnen, also b und c fiiidten; oder auch, da a, 
A, B, C bekannt sind, die Aufgabe auf §. 24 reduziren. 

F = 151872, a == 626, ü = 2034 gibt A = 41-^ 42' 32-1", 
B = 32*^31' 13-6", C = 106 Mß' 14-4", b = 506, c = 904. 

9) Man kennt den Flächjeninhalt F, den Umfang 11= a-f-b-f-c 
und den Winkel A. * 

' Au$ §.28 folgt: / 

bc'=-^,b + c=ü-^a, ' ' 

smA • 

also .. (b + c)* — b' + 2bc + c'r=(ü — a)^. 

Nach §. 22 (31.) ist aber . ^ , 

* 4 F cos A^ 

b* + c.' = a*+2bccosA = a'+— ^7— r-=a^+4FcotgA, 

sm A ^ ^ 

also hat man 

(U — a)' = a' + 4FcotgA + -:^^ 



sin A' 



sin A' 



ü' — 2aU + a^ = a'4-4Fcotg'A+;T^^ 

U^ — 2aU = 4FcotgÄ-t--^, 

. smA 



ü*— 4FfcotgA-f — ^-^ = 2aü. 
V *= ' sinA>^- 

Aber 

; ^ ,'. 1 ' cosA + l 2cos^4A ' * ,, 

COtgAH ' V= . A - ' ~ ' 1 A < A =cotg^A, 

'smA smA 2smfAcosJA ^' 

also '. 2aÜ = U^ — 4FcotgiA, " 

U» — 4FcotgAA U 2P ■ , 
- a = — |-^-=---cotgiA. 

Kennt man hiedarch a, so hat man auchb-t-C'=Ü — a,-und 

dann aus §. 23; rb-^cUiniA ' 

cos KB -0) = ^''^"-'^"^ , 

wodurch, wenn man B > C voraussetzt, B — C gefunden ist. Da 
B-|-C = 180* — A, so findet man nunipehr B und C und- kann jetzt 
das Dreieck leicht berechnen, .\ ' ~ 

V Natürlich muss a positiv und < b -j- c, d. h. <CU — a ausfalten. 



112 



Fünfter Ahsehmtt. 



.- 10) Man kennt einen^ Winket G öines Dre?iecksr, so- wie die zwei 
Stücke, in welche die von diesein Winkel auf die entgegenstebende 
Seite c gefällte Senkrechte diese Seite theilt. 

*' • . Fig.fO. 





Fällt die Senkrechte CD innerhalb des Dreiecks, so soll x po- 
sitiv seyn; fällt sie ausserhalb, so soll dagegen x negativ genommen 
werden. Alsdann sind die zwei Abschnitte Immer- c -r X = AD und 
x== + BD, und es muss also in der Aufgäbe geradezu angegeben 
seyn, ob die Senkrechte innerhalb de& Dreiecks fallt, .oder nicht. 
Die %wei Crossen c — x und x als bekannt angesehen, hat man : 

c — x = bcosA, x=^acosB, 

» ■ ' , • —■ 

also bcosA c — x 



Ferner : 



r 

a:b==ämA;smB, — = -t — r» 

" • a sm A 



also -^ 

^osAsinB c — X xsosAsinB , -. cv cos,AsinB e — 2x 



sinAcosB x ' sinAco^B ' * x' sinAcosB x 

worin c = (c — x) + x = AD ± BD , und c r— 2 x-= j(c — x) ^ — x 
= AD + BD bekannt sind, 

d.h. cosA sinB -|- sinA cosB ^_ o. cosA sinB — sinA cofeB c — 2x 

sinAco&B sx' sinAcosB x ' 

oder «in (B -|- A) £ sin (B — A) _^ cj--2x 



woraus: 



sinAcosB . x' sinAcosB 

sin(B+A)_ c 



sin(B — A)^c--2x' . 
alsodaB+A=3l80*^— C, sin(B+A)=sinC: 
s}nC • - . c , . ,-^ . . c — 2x 
sm{B-^A) c — 2x • ^ . -^ . c 



-sinC. 



Q 2 31^ - 

Ist hier negativ, so hat man st^rtt dieser Gleichung; 



c - 
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sin (A — B) = '■ sin C. 

Hieraus ergibt sich A — B oder B — -A, welche Differenz bei 
positiven» x sicherlich < 90*^ ist, ''da sowohl A als B unter 90® lie- 

gen; bei negativem x, in welchem Falle positiv, also B > A 

"^ c ' 

ist, könnte die Differenz B — A kleiner oder grösser als 90 ® seyn, 
so dass man für B — A einen spitzen und einen stumpfen Winkel 
erhielte. Bei^e Auflösungen werden dann im Allgemeinen zuzu- 
lassen seyn. Da A-f-"B = 180*^ — C, so erhält man A,. B, und es 
mnss B (bei negativem x) stumpf ausfallen. Man wird also in die- 
sem Falle zwei Dreiecke erhalten, wie diess auch durch geotnetri- 
sche Konstruktion leicht- gezeigt werden kann. Denkt man sich 
nämlich die Linie DC verlängert^ so wird Tuan auf ihr noch einen 
zweiten Punkt sich wählen können, für den die Linien nach B und 
A mit einander denselben Winkel machen^wie die von C nach A und 
B. Es ist diess schon daraus ersichtlich, dass wenn man den Punkt 
C zuerst in D legt und sich dann denselben auf der unbegränzten 
Geraden DC (die wegen gegebenen AB und BD ja gegeben ist) 
fortbewegen lässt, der Winkel C eine Zeit lang wachsen, dann einen 
grössten Werth erreichen und von da an wieder abnehmen wird. 
Ein jeder Winkel C, der nicht jenen grössten Werth überschreitet^ 
kann mithip zweimal vorkommen» Für den Fall des grössten Wer- 
thes wird B — A = 90", wie leicht ersichtlich, da dann sinC am 
grössten ist, und dann freilich sind die zwei atfs' obiger Gleichung 
folgendeij Werthe von B — A einander gleich. 

11) Kennt man in der vorigen Aufgabe statt des Winkels C etwa 
die Seite b, so ist: 

c—x 
cosA = — 7 — , 
b 

wodurch man sicher A erhalt. Aus c(=s AD ± BD), b und A be- 
rechnet man das Dreieck nach §.25. * 

12) Man kennt die drei Höhenlinien eines Dreiecks, dasselbe 
zu berechnen. , - 

Seyen a, /?, y die drei Höhenlinien von den Spitzen A, B, C 
aus, so ist offenbar . ^ 

aa = /9b = yc, 

Dienger, ebene Trigenometric. 8 
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da die Hälfte jeder dieser Grössen die Fläche des Dreiecks aus- 
drückt. Daraus folgt: 

. a a 

b = -a, c = -a, 

also die Fläche auch (§. 28) : 

( —a + -a + -a )={««, 

d.h.. 
aV(/?yH-ay+«i?)(/Sy+«y-a/J)(/?y-«y+«i9)(-ft'+«y+«/S> 

2«-/9V' ■ 

Q ^^2^ I I I I I I • I 11 II ■ I ■ « ■ " -11 11 

VCjffy+ay+a/J) (/Jy+«y— «)?) (/Sy- «y+«/?) (-?y+«)'+«/») 
woraus dann b und c. Aus den drei Seiten folgen dann die Winkel 
(§. 26). 

13) In einem Dreiecke kennt man den Winkel C, die von C 
auf c geteilte Senkrechte h und den Umfang des Dreiecks 

U=:a + b + c. 
Zur Bestimmung der drei Seiten a, b, c hat man offenbar fol- 
gende Gleichungen (§§. 28, 22): 

absinC = ch, c^=a'-[-b' — 2abcosC, a4-b-|-.c = U. 
Daraus folgt 

a+b = ü — c, af + 2ab + b* = U^— 2üc4-c^ 
d. h. da . ' 

a' + b' = c'+2at)cosC=:c* + ^cosC = c* + 2chcotgC: 

smC 

c»+2chcotgC+4^ = ü'— 2ÜC+C*, 

sm C 

2ch[cotgC + ^-i^] = U^-2ito, 

I- smC J 2sin$Cco8$C 

2ch.cotgiG = IJ' — 2ÜC, 2c[h.cotgiC+U] = U' 

U' • • ■ 



c = i 



hcotgJC+ü" 
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Kennt man nnn c, nimmt ferner an, es sey a > b, so kennt man auch 

ch 
ab = -r— pL, ferner a-+rb = U — c; man hat also 
sm C 

a~|-b = a, ab=/?, a und/? bekannt. 

Daraus *' a» + 2ab-f b^ = a* 

4 ab =^ß 

a' — 2ab+b' = a*-4/9, 



(i.h. (a— b)'===a^ — 4./?, a — b = \V--4^, 

und da , a-f-b = a,a — b = V«'-^4/?, 

so tindet man a und b. Aus den drei. Seiten ergeben sich sodann 

die drei Winkel. 

14) In einem Dreieck kennt man die drei Winkel A, B, C, so- 
wie die Senkrechte h, die von der Spitze C auf c gefallt ist. 

Man hat offenbar (Fig. 20) : 

h ' . h. 

— = sm A, — = sm B, 

b a 

d.h. , li . h 

b = -r — r, a = 



sinA' sinB* 

Sind nun a, b, C bekannt, so ist das Dreieck gegeben. (§. 25). 

Diese Aufgaben mögen genügen, um- zu zeigen, wie toan sich in 
ähnlichen Fällen zu helfen hat. 

Statt weitere Aufgaben dieser Art beizufügen , ziehen wir es 
vor, nunmehr eine Reihe praktisch mehr oder raii;ider wichtiger 
Fälle zu betrachten, die uns Gelegenheit genug geben werden, die 
vorgetragenen Lehren anzuwenden. 

Anmerkung. Wir haben bereits in der Anmerkung zu Nr. 1 in §.34 dar- 
auf aufinerksam gemacht,^ dass venu die Aufgaben, >die hier gesteUt wurden, eine 
Lösung zulassen soüen« die Resultate nicht den Grundbedingungen der Existenz 
eines Dreiecks widersprechen dürfen. Diese sind aber: 

Drei positive Winkel, deren Summe = 180^. ist, können immer in einem Drei- 
ecke vorkommen. 

Drei Gerade, von denen je zwei grösser sind, als die dritte, können immer ^n 
Dreieck bilden. 

Sollen drei gegebene Winlel, welche der ersten Bedingung entspi^chen, mit 
drei gegebenen Graden, die der zweiten entsprechen, iu demselben Dreiecke ver- 
einigt seyn, so müssen die Winkel und Geraden den Formeln (29) in §.22 entspre- 
chen (also natürlich auch allen übrigen Formeln der §§. 22 und 23). 

Ein Winkel, der gesucht wird, muss also immer positiv und kleiner als 180® 
seyn ; zwei Winkel müssen zusammen kleiner als 180" seyn u. s. w. 

8* 
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(Sechster AbschnUt. 

Auflösung einer Beihe praktischer Aufgaben. 

§. 36. 

Indem wir nachstehend eine Reihe Anfgaben^ die mehr oder 
minder für die Praxis wichtig sind, lösen, haben wir natürlich nicht 
die Absicht, einen Kursus der praktischen Geometrie aufzustellen. 
Die Aufgaben sind fiir uns hifer nur in so ferne von Interesse, als 
sie Anwendungen der vorgetragenen Lehren fordern; die wirkliche 
Ausführung, die dabei nöthige Vorsicht u. s. w. kann begreiflich 
nicht Gegenstand dieses Abschnitts seyn. Eben so haben wir auch 
gar zu einfache Aufgaben nicht beröhrt, wenn sie gleich vielleicht 
für die Prax;is sehr wichtig sind. 

1) Man soll die Länge der unzugänglichen Geraden AB be- 
stimmeü^ wenn man von zwei. Punkten C und D aus aowohl A und 
B als auch jeweils D oder C sehen kann. 

Man messe die Standlinie CD =; a, Pig.ai. 

' sodann die Winkel a, /?, y, <J, so wird sich i y / 

hieraus AB = x bestimmen lassen. 




In dem Dreieck ACD kennt man näm- 
lieh die Seite CD nebst den Winkeln 
ACD = a-f"/^* ADC == y, kann also nach 
§. 24 das Dreieck berechnen, namentlich c" ' "^ 
also die Seite AD ; in dem Dreieck BCD kennt man eben so CD 
und BCD =: /?, CDB=y + ^, kann dasselbe also gleichfalls be- 
rechnen, speziell die Seite DB. In dem Dreieck ADB endlich kennt* 
man AD, DB nebst ADB = S, kann also dasselbe nach §. 25 be- 
rechnen, d. h. die Seite AB finden. 
- ♦ Zur üebung legen wir vor: * 

CD^45601-62, a = 39®8'48-l", /?=:67n3'5r-4^ 
y = 44M2'39-6", d= 18^30' 9*2", 
woraus AB = 40876*03 folgt : 

Es wäre auch möglich, däss AB die Standlinie CD durchschnei- 
den würde. Misst man nun wieder CD = a, die Winkel a, ß, y, d, 



r 

Aufgaben aus der Dist^smessung. 
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so kann man in dem Dreieck CAD, nach §. 24 
die Seite AD, in dem Dreieck CBD nach §. 24 
die Seite BD berechnen. Alsdann erhält man aus 
dem Dreieck ADB nach §. 26 die Seite AB. 
Sey für diesen Fall: 
CD = 88901-14, a = 29 ^24' 34-9", 
/J=:25°8'35-0", y=: 44^ 12' 39-6", 
5=18**30'9-2", 
so hat man (§§. 22, 25): 

CAD= 180^- (a + y), CBD= 180»- 



Tig. 22. 




(ß+S); 



tgy 



CD . sin a CD-sia/? 

■ " siii(« + y )'. sin(/g + <y)i 

28inKy + ^)VAD.BD ,„ BD— AD 

, AB = • — 



BD —AD cosy 

ä + y = 73^37' 14-5", /9 + (J = 43«38'44-2", 
t(y + J) — 31»21'24-4". . 
log CD = 4-9489073 log CD -^ 4*9489073 

log sin «=.9-6911267 log sin/? = 9-6282663 

E'.logsin(ä + y)==0;(M79930 E . logsin(/g+.J) = 0-1610276 
log AD = 4-6580270 ^ log BD = 4-7382012 

AD = 45501-63 BD = 54726-95 

BD — AD = 9225 -32 
log (BD — AD) = 3-9649814 
log 2= 0-3010300 



log (BD — AD) = 3-9649814 
E. log cos (p = 0-7572171 
logAB = 4-7221985 
AB = 52747-09 



- logsinKy + ^)= 9-7163086 
.ilogAD= 2-3290135 
ilogBD= 2-3^91006 
E . log (BD —AD) = 6-0350185 
log:tgy = 10*7504712 
log cos y= 9-2427828 
2) Gesetzt man kenne, wie im Falle Nr. 1, die Länge von CD; 
man habe dagegen die vier Winkel CAD, DAB, ABC, CBD ge- 
raessen und soll nun AB berechnen. 
Man hat für die erste Figur: 

AGB = 180» — (GAB -f ABC), 
ADB = 180» — (DAB -I- ABD), 

kennt also AGB und ADB;, nunmehr ist, wenn AB = x, GD = a: 
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x:BC = sinACB:$VCAB, 13C = 



X sin C AB 



sin ACB ' 

sin DAR 

X : BD = sin ADB : sin DAB, BD :== x . . \ZZ . 

sinADB 

Im Dreiecke CDB ist nun (§. 22): 

a* = BC^+BD' — 2BC.BD.C0SCBD 

_ ^r sih^CAB fein »DAB 2 sin GAB , sin DAB . cos CBD l 

~"^ Lsin^ACB^sip'ADB sin ACB . sin ADB J' 

also 



a 



X = 



VI 



sin 'GAB . sin »DAB _ 2 sin GAB > ^in DAB . cos CBD "1 ' 
sin»ACB"^sin»ADB sinACB, sinADB , J 

Gan& dieselbe Fonnel gilt auch fiir die zweite Figur. 
Will man diese Grösse zu logarithmischer Rechnung bequemer 
einrichten, so sey (vergl. §. 25) 

sin GAB sin DAB ^^^ 2sinJaVmn 



m 



= n, GBD = a; tgy = 



m — n 



' sin ADB 

^^ acos^^^ zwischen 0^ und 180°). 



sinACB 

alsdann ist 

m — n 
3) Man kennt die Linie AG = a, BG = b, die Winkel DAG = et, 

DBG = /9, ACB = y und soll hieraus die Lage des Punktes D be- 
stimmen. 

Sey ACD = x, DGB = y, also x + y = y. 
Nun ist (daADG = 180° — (a4-x)u.s.V.): 
CD : a = sin a ; sin (a -f" ^}> 

* GD;b = sin/9:sin(/? + y)> 
^•Iso ^^ asina -.^ bsin/? 



Fig. 88. 



sin (a -j- x)' ^*^ sin (ß -j^ y )' 
woraus , . 

asina bsiuj^ sin(/?-J-y) bsin/5 

sin(a-f-x) sin(/?-fy)' sin(a+x) asina' 
d. h. da y = y — x: 

sin (/g -f y — x) __ bsin/g 

sin(a-|~x) asina' 

sin (ß 4- y) cos x — cos (/g-f- y) sin x __ b sin ß 

sinaco8X-(-cosasinx , asina' 
sin (ß-j-y) — cos (ß -f- y) tg^ _ b sin /g 

sin a -f- cos a tg X. . asiüa 




Aafjgaben aus der Di/stanzmessung. 1X9 

asinasin(/?-}"y) — bsinasin/? 

= {h cos as>inß-\-a, sin a cos (ß -j- y)] tg x 

- siDa..[asiD(yg-^y) — bsin/g] 

a sin a cos (/?+ y) + b cos a sin ß' 
Hieraus folgt x, das jedenfalls < 180®, ganz unzweideutig; eben 
so erfa|Llt man dann y und endlich CD. Durch diese. Grössen ist 
dann die Lage von D vollkommen bestimmt. 

a =119767-85, b~ 110675-82, 
a =1 60® 22' 21 -4", ß = 66® 10' 8-5", y = 90® 7' 1 1 -8". 

log a = 60783040 log b = 5 '0440506 

log sin « = 9-9391491 log sin « = 9-9391491 

lüg sin (ß -f y) = 9-6043600 log sin ß = 9-9612983 

4.6218131 4-9444980 

a8inasin(/9 + y) = 41861-34 bsin«sin/? = 88003-10 

log a = 5-0783040 
log sin « = 9-9391491 . > 

log cos (/g 4- y) = 9-9616987 (— ) 

4-9791518 (—) 
asinacos(/? + y) = — 95312-92 
logb = 5-0440506 41861-34—88003-10 _ 46141'76 

logcos« = 9-6940411 ^^^""-96312-92+50048-38"~45264"54 
logsin/g = 9-9612983 logZähler= 4-6640941 

4-6993900 E . log Nenner = 53442418 
b cos «sin/? = 50048-38 log tgx= 10-0083359 

x = 45® 32' 59-4" 
y = y-^x = 44®34'12•4'^ « + x=105®55'20-8^' 

log a = 5-0783040 
logsin« = 9-939J491 
E . log sin (« + x) = 0-0169901 ^ 
log CD = 5-0344432 

CD =108253-8 , . 
4) Diese Aufgäbe kann angewendet werden, unr (ungefähr) die 
Entfernung eines Planeten von der Erde zu bestimmen, wenn man 
dabei die Erde als Kugel ansieht. 

In zwei Punkten A und B, die auf demselben Meridian* liegen, 



* Wir wollen uns die£rde alsKugel.denli^en; alsdann bildet derjenige Durch- 
inesser derselben, um den sie sich bei ihrer täglichen Bewegung dreht, die £rd- 



■^ •< j 
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misst man in dem Augenblick, da der Planet 
S durch den (Hhnmels-) Meridian g«ht, die Ä' 
Zenithdistanzen SAA', SBB' desselben, so 
kennt man .AC = CB, den Halbmesser der 
Erde, den Winkel AGB, so wie SAG = 180^ 
— SAA', SBC = 180*> - SBB' und berech- 
net also GS nach Nr. 3 (wenn G der Mittel- 
punkt der Erde ist). ' 

5) Die vier Punkte A, B, G,^ D liegen .^^^ 

in gerader Linie,. E ausserhalb dieser Linie. \ ^ ^ T ^ 7^ ^ P 
Man kennt AB ^= a, CD = b, nebst den - .\ \ / / 

Winkeln AEB = a, BEG=/9, GED = y; \ \ / / 

man soll BG = x suchen. Denken wir uns 
von E auf AD eine Senkrechte gezogen, 
und sey die Länge derselben = z, so ist . 










Fläche des Dreicks AEB = ^ = ^'^?'^"^ (§. 28), 



2 ,2 

CDE = ^ = S^^^^^^y 

2- 2 ^' . 

_ (a4-b + x)z _ AE . DE sin {a-\-ß-\-y) 



r» 



11 



ji 



AED== 



2 2 ' 



^ xz _ BE . CE 

^ — Y — — 2 — ^' 



axe, welche, his an das Himmelsgewölbe yerlängert, letzteres in den Polen 
(Nord- und Südpol) trifit. Da in Folge der täglichen Umdrehung der Erde das 
ganze Himmelsgewölbe sich um die Erde zu drehen scheint, so sind die Pole, als 
in ^der Drehaze liegend^ die ' einzigen Punkte desselben, die ruhig bleiben. Legt 
man durch die Erdaxe und einen Punkt der Erdoberfläche eine Ebene, so schneidet 
dieselbe die Erdfläche in einem Kreise, der den (irdischen) Meridian des fraglichen 
Punktes bildet. Erweitert man diese Ebene bis an das Himmelsgewölbe, so schnei- 
det sie dasselbe itn (himmlischen) Meridian des Ortes der Erdoberfläche. Ver- 
längert man den in den fraglichen Erdort gezogenen Erdhalbmesser, bis an da« 
Himmelsgewölbe, so trifll er dieses im Zenith des Ortes« das also senkrecht über 
letzterem am Himmel liegt. Das Zenith befindet sich nudiin im Meridian. 

Ist S irgend eib beliebiger Punkt, A' das Zenith von A, so heisstder Winkel 
A'AS, die Zenith disttin^z des Punktes S. Man kann letztere also auQh erklären 
als den Winkel, den die im Punkte- A senkrecht auf die Erdoberfläche gezogene 
Gerade mit der von A nach S gezogenen Linie bildet. 
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Hieraus folgt, wenn man das Produkt der zwei hetzten Glei- 
chungen durch das der zwei ersten dividirt: 

(a-j-b + x)x 8in/9sin(a4~/^4"y) 
ab • • sin a sin/ 

Sin a Sin/ 

^ p+b^^\/ ^b^n/gsin(«+/g.+ y) (a + b)» ^ 
v 2 ^^ sinasiny 4 

Man bestimme nun einen Winkel y (zwischen 0* und 90") so, dass 

^ f«.- 2' \ /absin/9sin(a + /g+y) 

tgy — r-T V :^ : ^-~'" — 9 

^ a+b sinasmy 

absin/gsin(ogr-f - /g-[-y) _ (a4-.,b)^tg^y 
sin «sin/ 4 * 

und da, weil x positiv seyn muss, man nur das obere Zeichen beibe- 
halten darf, hat man: 



SO ist 



__ a-f-b 



(1 -r- cos (f) 

2 cos y - ^ 



_a+b 



tgytgiy (§.32,Nt.5). 



a = 1460, b = 965, a = 25^37', ß = 48« 19', y = 32*^53'; 

x = 1184-05.. 

6) Man kennt im Dreieck ABC alle Stücke (also alle Seiten 
und Winkel); im Punkte D misst man die Winkel ADC = in, 
BDC = n; man soll die Lage von D bestimmen, 

Fig. 86. 




Sey CAD == x, CBD = y, so isl 

CD : b = sin X : sin m, CD : a 



sin V : sm n, 
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- Blum sinn 

bsinx asiny smy b'sinn 

sinm sinn ' Bins asinm' 

Was nun x und y anbelangt, so ist 

in der ersten Figur; x + y = 360°^(m~f'n4-C)i 
„ •„ zweiten „ x-[-y = C — (m-j-n), 
„ „ dritten „ .\ + y = 360'' — (ra-j-n + C), 
wo a, b, 'C die Seiten BC, AC nnd den Winkel AGB des Dreiecks 
ABC bezeichnen. Man hat also immer 

x-\-y=^a, y = a — x, « bekannt, 
also sin (« — x) b sin n 



sinx 


asin 


m' 




sinacosx- 


-cos «sinx 


bsinn 


sinx 




a sin in 


sinacotgx 


— cos« 


_b 


sinm' 


sinacotgx 


_'>sin 


-;+ 


cosa, 



Gesetzt man bestimme einen Winkel g) so, dass 

bsinn 

cot'e (p ^ — : : — , 

' asmasinm 

cotgx = colgy + cotg„ = ^|fcts) (§. U). 

ergibt sich x vollkommen unzweideutig; aus x folgt 
— Ä. CD kann sodann in zwei Weisen berechnet wer- 
den, und, wenn man will, ergeben sich AD und BD aus den Drei- 
ecken CAD, CBD. 

Sey für die erste Figur 
' a = 312, b = 520, C = 65"27', m :=32''52', n = 23"25'; 
also « = 360"— (m-f.n-HC) = 238M6'. 
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logb= 2-7160033 
log sin n= 9-5992441 log sin (a+y) = 9-5988880 
E.loga= 7-5058453^ E. log sin a = 00703229 (~) 

E.logsina= 00703229<— ) E. log sin y — 0-2428156 
E.logsinin: ^ 0-2654514 logcotgx = 9-9120265 (—) 

log cotg y = 10-1568670 (— ) x = 129' 14' 10-2" 

^ = 145' 7' 46-8^ - y = 109* l'49-8" 

«4-^ = 383° 23' 46-8" 

logb = 2-7160033 log a=: 2*4941546 

log sin X == 9-8890469 - log sin y = 9-9765903 

. E . log sin m = 0*2654514 E. log sinn — 0-4007558 

logCD=^F8705016 log CD = 2-8705007 

CD = 742167 CD == 742-165. 

» 

Wäre hier a = 180^ d. h. auch x + y = 180^*,. so wäre sin a i= 0, 
also cotg 9) = 00, y — 0, also cotgx=:g, so dass cotgx, also auch 
X nicht zu bestimmen wäre; in diesem Falle liegt aber D im Um- 
fang des um ABC beschriebenen Kreises, in welchem Fall also die 
obige Aufgabe nicht angewendet werden kann. 

Zur üebung mögen folgende Angaben dienen; >, 

(erste Figur) a = 4963-7ß3, b = 6082-769, C = 70' 15' 36-7", . 

m = 34' 52' 10-8", n = 19' 29' 12-1", woraus: 
x=±100'7'26-3",y=135'15'34-l",CD=10473-931, 
AD = 7524ä62, BD = 6348-204. 
(zweite Figur) a = 1298365, b = 1248-474, C == 126' 50' 40-3", 

m = 33' 2' 35-4", n= 18' 34' 17-1", woraus: 
X = 49' 49' 9-3", y = 25' 24' 38-5", CD = 1749-315, 
AD = 2271-897, BD = 2830-978. 
(dritte-Figur).a = 2277-&19, b = 2271-897, C = 76' 57' 30-5", 

m = 97' 8' 15-2", n = 126' 50' 40-3", woraus:. 
x = 33'2'35-5", y = 26'0'58-6", CD = 1248-474, 
AD= 1749-315, BD= 1298-365! 

Anmerkung. Die hier behandelte Aufgäbe heisst gewöhnlich die P o t h e- 
not*sche; sie wurde w^gen ihrer Wichtigkeit schon vielfach .behanddt ; u. A. von 
Lambert in seinen „Beiträgen** I. S. 73, von Burckhardtin der „monatlichen 
Correspondenz** 4. S. 359, und von B es sei in derselben Correspondenz 27, S. 222, 
welch letzterer eine analytische Auflösung gegeben. Auch Langsdorf in meinen 
"Erläuterungen zur Kästner*sclien Analysis S. 432 behandelt dieselbe Aufgabe. 
Bei der praktischen Wichtigkeit derselben xoHen wir noch eine zrreite Auflösung 
beifügen-. 
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Man hat, wie oben: 

sin y b sin n 

sinx asinm' 

Man bestimme nun den Winkel 9 so, dass 

b sin n 

asm m 

so ist sin y ^^ sin 9 . 

sinx cosy' 

woraus leicht folgt (vergl. §. 22): 

siny — sinx siny — cosy tgq> — 1 

siny^-sinx siny-|-co8y tgy-j^l' 



2<.08(^'J.sill — 



= tg(9,-45»)(§§.l4, 12) 



- , x+y y— X 

2 am — '-=^ .cos 

oder ^ y — x ^ y+x . /- >b.<i\ 

tg i^- . cotgi-I-- = tg,(g) - 45"), 

tg^-=^ = tg^-i^. tg(y -^45») = tg|«.tg(9) -45»). 

Ist q> < 45°, so ist für tg (y — 45®) zu setzen — tg (45** — y ) 

y — X 
(§. 13). Fällt tg^a.tg(y — 45") positiv aus, so ist "*-^ — positiv, 

y — X " 

also y > X und da gewiss —^ — < 90°,^o bestimmt die obige Glei- 



y 

chung die Differenz - 



— X 



.2 ^ 
Würde tg^a . tg (y ~^ 45") negativ seyn, so wäre x > y und man 

hätte eigentlich 

• tg (^) = - tg^« . tg (9> - 45"). 

In allen Fällen kennt man,^lso y^— x und da man auch y-f-x 
kennt, so kann man x und y bestimmen; 

Anmerkung. Man ühersieht leicht, dass die Gleichung 

tg^I^ = tgi«tg(g)-~.45«> 

für aUe Fälle dienen kann.. Ist nämlich die zweite Seite positiv, so ist, wie ange- 
geben, y.>x und — — - <90^ so dass also ^-g— genau bestimmt ist. Ist da^ 

gegen die zweite Seite negativ, so wird, da nicht zwischen 90*^ und 180" 



Aufgaben aus der Distansmessimg. 125 

liegen kann, nothwendig ^^^ negatW, ajso zwischen 0** und —90° liegen. Be- 
stimmt man also einen Winkel xp zwischen 0** und 90<* so, dass tgif) = der positiv 
genommenen zweiten Seite (d.h. = — tgi«tg(g> — 45«)), saist-^ = — i^. 
mithin y -r- x = — - 2 1^ bekannt. Da auch y -[- ^^ = «» so folgt hieraus" y = ^ a — i^ 

7) Sey wieder ein Dreieck ABC bekannt, also seine Seiten und 

Winkel gegeben; man habe eine beliebige Anzahl Standpunkte: 

El, Ej, ...., K so beschaflTen, dass man von E^ aus. nur A, B,^E2 ; 

von Ej aus nur E^ , B, E, ; von E^ aus 

nurEj, B, E^; ...., von E„ aus nur 

E„_i, B, C sehen kann. Man misst die 

Winkel : 

AE^B, BE^E,, E4E2B,BE2E3, ...., 

En_iE„B, BEnC 

und' soll die Lage der Punkte E^, Ej, 
. . . . , En hieraus bestimmen. . 

Nennen wir die zwei an E^ liegen- 
den Winkel : «^ , a\ ; die an E2 : «2 > ^'1 » 
..,.; dieanE„: ««,«*„; ferner BAE^ = x , BCE„ = y, ABC— B 

(bekannt), so ist in dem Vieleeke B AE^ E„C : 

B + x + y + a,+<^-a2+a'2+.... + «" + < = (n+l)180^ 

x + y-=(n+l)J80°-[B-H.«, + a', + a2 + <+-...+«n + <], 
so dass jedenfalls x + y = /^ bekannt ist. Nun ist, wenn AB = c, 
BC==a: 

c : BEj = sin «^ : sin x \ hieraus : 
BEt :BE2 =sina2 :sin< jc.BE, .BE2 .....BE„:BEi .3E, 

BK :BE, =8ina3 ;sina'2 [BE„.a=-sina,sina2 ....sina„.Mny: 

/siijx.sma'. .sma 2 ••••sma'n 
• • • • 1 ' 

BE„_4 i BE„ = sin a„ : sin «'„^^ 

BE„: a =siny :sina'„ 

c:a = sinai sin «2 ....sina,.siny:sina'^ sina'2 .....sina'rt'. sin.x, 

oder sin y c . sin a\ sin a!^ \... sin a'„ 

sinx asino^i sinaj ....sina„ 

oder da y==/? — x: 

. €\Vi (ß — x) c öin ä'^ sin «'2 •••• sin «'„ 

sinx a. sina^ sina, ....sineTh ' 




d.h. 
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* 

Bestimmt man also, wie in Nr. 6, einen Winkel y so, dass 

c sin «'. sin a\ .... sin txr*^ 

COtg y = r—r-T r : , 

a . sm /y sm «4 sm «2 •••• sm a„ 

so ist ^ sin(j9 + <jp) 

cotgx— . ^ . ^\ 
läin/^sm^ 

Dabei müssen wir jedoch x < 180® voraussetzen, oder zum 

Voraus wissen, dass diess der Fall ist. Die obige Gleichung be- 

stimmt sodann x, ali^o auch y. Daraus finden sich aber die Seiten 

BEj , BEj., ...., BEp ganz leicht^^ und dessgleichen die Winkel,- welche 

diese Linien an B machen.' . 

8) In den Punkten A,^ D, E, F misst 
man die Winkel m, n, a, a\ ß, ß\ y, y'; 
man soll die gegenseitige Lage der sechs 
Punkte gegeaeinander bestimmen, natür- 
lieh in der Voraussetzung, dass sie alle 
in derselben Ebene liegen. " 

Es ist zunächst leicht zu sehen, dass 
die Winkel DCE, ECF ebenfalls bekannt 
sind. Denn man hat: 

DOA=EOC = 180° — (n + a + a'X 
DCE = OCE = 180® - (EOG +/J-f /^O, 

also DCE = n4-a+a' — (/9 + /9') = *» 

EO'A — FO'C = 180®— (m + /?+/?'), 
. ECF=:FCO' = 180®-^(FO'C + y+yO» 
also ECF = m+/9-f/9' — (y + yO^^'- 

Würde man nun noch die Winkel FAB=:x, DCB'=y kennen, 

so wären, wie leicht ersichtlich, alle Winkel der Figur bekannt. 
Nun ist: 

AB : BD = sin a : sin (tn + n -(- x), BC : BD = sin a* : sin.y, 
also durch Division : 

AB sin a sin (m -j- n -[- x) 

BC' sin«'' siny ' 

AB sin« siny 

BC sin a' * sin (m + n -f- x)* 
pF:BC = sin (<J4-rf'-fy): sin/, BP:BA = sinx: siny. 




B A sin X sin y 

BC^sin(a + <l' + y)'sh^ 



/» 
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~ AB sin y sin (<? -j- J^ -j" 7) 

BC siny'J sinx 

BA : BE = sin ß : sin (m + x), BC : BE = sin ß' : 3in (^ + y) 

AB sin/^ -sin(m4-x) 

BC'' ~^hr^'sin(*+y)' 

AB sin/? sin(A-j-y) 

BC'~ihr^*sin(ni + xy 
Mithin: 

sin a > . sin y '. ' sin y sin (rf -f- ^' -|- y) 
sina'*sin(in-[7n-f-x) siny'' sinx 

sin/9 sin(<J-|-y) 

sin /?' * sin (m -^ x)' 
aus welchen zwef Gleichungen x und y zu bestimmen sind. 

Man hat hieraus nu^i : 

sin«, siny' sin(<J4"^'~i~y)«sin(m-(-n + x) 

sin a' siny siny. sinx . ' 

[sin(<J4-rf')cosy+-cos(<J+^')s^"y3Csin.(i^+")<5osx+cos(m+n)sinx] 

. siny. sinx 
= [sin(rf^rf')cotgy-j-cos(^-j-J')] [sin(m-4-n)cotgx-j-cos(m-j^n)]. 

sin a sin ß* sin (S ^ y) sin (m -f- n -j- x) ^^ 

sin a' sin/? sin y . «in (m + x) 

[sin S cös y -f- cos <l sin y] . [sin (m -(- n) cos x -f- cos (m -j- n) sin x] 

sin y [sin m cos X -f- cos m sin X ] 
[sin S cotg y + cos rf] [sin (m -j^ n) cotg x -|- cos (m + n) J 
' sin m cotg x-f- cos m 

Die letzte Gleichung gibt 
cotgy [sin (m-|-n)cotgx4- cos (m 4-n)] = 

sinasin/9Tsi'nmcotgx+cosm"| -, ^r • / , \ x . / im 

-. — r^l ^^ — ' |-cotgd[sm(m4-n)cotgxH-cos(m+n) J 

sina'sin/?L .smd J 

während aus der ersten folgt : 

cotgy [sin(m4-n)cotgx4-cos(m-|-n)J = 

sin«. siny' >-» i c.\r . / i \ . i • / r \t 

Setzt man diese beiden Grössen einander gleich, so erhält man 
eine Gleichung zur Bestimmung von cotgx, nämlich: 
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sinasinj^' 



[sia iri cotg X -f- cos m] 



sina'sin^sin^ 

— GOtgJ[sm(m-|-n)catgx4-cos(m-j-n)] 

= -: — T-- . Z . ^,, — cotg(J+rfOrsin(m+n)cotgx+cos(m+n)l 

d.h. . ' 

[sinasinj^'siniri ,. . • • \ i - ^* i ».x . ^ , xT 

-: — , . . - . -. — cotgösin(mH-n)+cotg(d+o')sin(-ra+n) 1 



ß 
sin a sin y' 



sin a' sin y sin (<J -j- S*) 
sinasia^'cosm 



cotg (rf-|- J') cos (m-rt-n) 



. s ' D X f- cotg rf cos (m+n), 
sma'sinjJsind 

woraus cotgx ganz unzweideutig, also auch x (< 180®) folgt. Ist 

cotgx bekannt, so gibt eine der obigen Gleichungen cotg'y, also y. 

Ist nun noch z. B. AB gegeben, so kann man leicht die säramt- 
lichen Linien der Figur berechnen. • ' 

Weitere Aufgaben dieser Art finden sich- in der Sammlung von 
Meier Hirsch, auf die wir den Liebhaber verweisen, 

9) (Zentriren der Winkel.) Man kennt die liängen von Al^ 
und AC un4 solKden Winkel BAC=x messen, findet es jedoch 
nicht für geeignet, das Winkelmessinstrument in A aufzustellen^ 
sondern'iu dem Punkte D. Man misst dort die Winkel BDC = /9, 
und BDA = a, nebst der Seite DA = a, itud soll hieraus x berechnen. 

Fig. 29. . 





Sey ABD = y, ACD = z, so ist in der ersten Figur: 

1 ^ . a sin a 

sm y : sm « -= a ; AB, sm y == _^ , 

' ( \ ö\ An • ashi(a-j-/^) 

sinz:sm(a-|-/y) = a:AC, smz = — — \^ . 

• AU 
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Da y \mi z spitze Winkel sind, sä kaün man hieraus y und 2 
berechnen (in der Regel ist nämlich- a klein im Verhältniss zu AB 
und AG, so dass ganz sicher y und z spitz sind). Alsdann ist: 

x-f y = /9-f z» x — ^^-z — y. 
^ In der zweiten Figur; 

. Ti • a sin a 

sm y : sm flf == a : AB, mn y = ^^ , 
V * -^ AB 

• / o\ An • asin(a— j9) 
ßmz:sm(« — /y) = a:AC, smz = r-^^ — —, 

In der dritten i'igur: 

. . ' . ' asina 

smy:sma = a:AB, smy = — rrr-j 
•^ AB 

• ' /o < Ar. • asin(/^ — a) 
sm z : sm (jff — a) = a : AC, sm z = -^ — -~:^ -^ 

y + Z^+z + SeÖ« — x = 360«,x=:y + z+)?. 
In der vierten Figur: 

smy:sma = a:AB, smy = --7— — , 

AB 

* /ofjAO - i>\ Ari • a sin (360® — er — j(?) 
smz : sm (360 — a — 8) = a : AC, s\n z = ^^ rr; ^-^, 

. " AC . 

y + x+z + 360''-^ = 360^ x==^-(y+z). 
In der Regel werden y und z jso klein ausfeilen, dass maa für 
sin y und sin z die zum Halbmesser 1 gehörigen Bögen setzen kann 
(§.16). Werden dann y und z in Sekunden ausgedrückt, so ist: 

asin(a-fij) 180.60.60 . " , ^. 

,sm(cc-ß) 180.60.60 
_ asin« 180.60.60 _/ AC ' . ^ ^ „ 2. „ 

^"" AB • 'TT. \^"~\a sin (/?—«) 180.60.60 



AC 7t f. 

asin(360'>tt^/g) 180.60.60 

AC • • • TT 



r> n 4» 



' . , 180;60.60 . oT^^.ot.1 * 
wonn log = 5*3144251. * 

7t. 



* Wir haben dabei, wie bereits mehrfach gezeigt» die Proportion * 

•■ «A ^^ Ä#v * sin a 
«: 180.60. 60 = —r^ :y 

AB 

Dienf er, ebene Trifonometrie. 'Q 



.^ I 
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Sey fftr die erste Ffgur: 

AB = 1668-25, AG — 2336-73, AD = 20, « = 66»30' 18", 

/S = 33" 13^47". 

log a= 1-3010300 -loga= 1-3010300 

log sin « = 9-9690402 log sin («+/?) = 9-9949336 • 

- E.logAB = 6-8045846 E. log AC = 6-631 5772 

log sin y = 80646648 log sin z = 7-9276408 

y = 0" 39' 63-8" z = 0» 29' 5-7" 



' y AT» _•_ l'/>* ^ A /^ _;- J // ■ *^? ^* ^* 



O Gin fjf 

Torausgesetzt, indem wir — --=r— (= sin y) als die LAnge des zum Halbmesser 1 gehö- 

AB 

rigen Bogens betrachten, dessen Mittetpunktswinkel = y Sekunded ist, während it der 

halbe Umfang ist, dessen Mittelpunktswinkel 180^= 180.60.60" betrÄgt.' Wir 

bemeriten hiebei, dass ynan oft obige Fonneln. in etwas anderer Weise schreibt. 

^ ,. ^ , « ,1. . t^ . ,.. ^ ' '. 180.60.60 1 

DanAmhch nach §. l^ganz sicher sm 1" = , so ist = -; — —, 

i80.DU.oO it sin 1 

npd maii ki|,nn also auch setzen: 

asina _B.%\n(a-\-ß) 

AB sin 1"* ^ "^ AO.sinl 

Es hat diese Schreibweise manches Bequeme und kann daher mit/Vortheilan 

gewendet werden. 

Wollen wir dieselbe etwas allgemeiner darstellen, so wird man also in folgen- 

der Weise verfahren : 

Ist e die Lftnge eines zum Halbmesser 1 gehörigen Kreisbogens, so ist «ein 

e 
Mittelpunktswinkel in Sekunden = . , ^ .• ist dagegen s die Anzähl Sekunden, 

sm 1 . . . 

welche der Mittelpunk^winkel misst, so ist « . sin 1" die Lftnge des ihn umspannenden 

(arcn" "\ 

d.h.arcn'" = n.sinl",n=: , arcl"=sinl" 1. 
sm 1" ^ 

, Hat man femer die Gleichung 

sin X = h, 

und ist h sehr klein (positiv), so ist der Winkel x in Sekunden = ^ , wobei je- 

doch letztere Grösse noch unter 1740 liegen muss (29 Minuten nach §, 16); hat 
man eben so x ' . 

tgx=:Ä 

und ist h sehr klein, so ist x in Sekunden = ■ . , ■='-^---, da sinl'' = tffl". 

, • sml" tgl" * ® ^ 

Dabei soll aber diese Zahl nicht über 1380 gehen (23 Minuten), da, wie man leicht 

findet, der Fehler noch nicht auf die siebente Dezimale Einfluss hat, wenn man 

tg 23' = arc 23' setzt (d. h. aüdi n =^ ^~rr, = ~^, wenn n nidit über 1740 oder 

.. sinl" .,tgl" 

1880, woraus auch sin n" = n sin 1", tg n" = n tg 1" = n . sin 1"). 
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oder auch: ' log»=l'3O103 

log sin (« -|-i9) = 9-994^3 
E. log AC= 6-631 58 

,0g 1«5.«11^.-. 5-31442 



n 



. 3-24196 . 

- •z=l5'45-7" = 29'5-7". 
. > X — /S+z— -y — 33'2'58-9", . 
Zur Uebung legen wir vor: , 
(zweite Figur) a = 2-345, AB = 236-54, AC = 143-62, 

a= 106M2'32^ /? = 68^57' 13", woraus x = 68" 56' 29". - 
(dritte Figur) a ;= 4-823, AB = 6827*5, AC -^ 9834*9, 

a = 10'24'30", /9~35'28'40", woraus x = 35" 29' 49:17". 
(vierte Figar) a = 10*82, log AB = 3-82573, log AC =fr ^-92734, 
«^ 150" 30' 40", ß ^ 65" 22/ 10-25",'^*^arausx — 65" 16' 51 53". 
Um AD zu erhalten ist es oft nothwendig, weitere Hülfsmitfel 
anzuwenden. Das einfachste und meist angewandte ist das in Nr. 1 
angegebene Verfahren , die Länge der Linie AB in der dortigen 
Figur zu messen. , . 

Anmerkung. HieheJr gejiört auch die folgende Aufgabe: Von dem Mittet 
punkte C eifies kreisrunden Thuiines aus soll Tig. 30. 

man den Winkel ACB messen,. wobei AC und 
BC als bekannt Torausgesetzt werden. Natür- 
lich kann das Instrument nicht in C aufge- . 
stellt werdeii, was desshalb in D geschieht, 
wo man ADB = ß misst; man soll nun hier- 
aus ACB = X ermitteln. 

Von D aus denke man sich an tlen um- *^\ — f^^'/ ^.'-'"^B 

fang des Thurms die zwei Tangenten DF, 
DE gezogen , nehme auf ihnen Dm = Dm^ 
und ziehe mm^ das in halbirt werde. Die . D . 

Linie DO ist nun gcfgen den Mittelpunkt C gerichtet und^DC = DG -|- Halbmesser 
des Thurms. Misst man also Qo^h AD6 = ft, so kann x wie oben ermittelt werden. 

10) Wenn nxan vermittelst des Theodolitben Winkel misßt, so 
werden, welcjies auch dieTisirpunkte seyn mögen, nicht die eigent- 
lichen Winkel, sondern nur deren Horizontalprojektionen gemessen 
— was für die geodätischen Operationen auch gerade nothwendig ist. 

Gesetzt nun in C seye einTheodoJith aufgestellt, und man solle 

einen Punkt F als Zielpunkt wählen, wobei Cf die Horizontalprojek- 

9» 
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tion von CF »ey . Statt des Punktes F habe man '*»• ^ ^ 

aber den Zielpunkt G gewählt, so gelegen, ' yK 

dass FG = a, und Winkel GFh = a, wenn y^*N 

Fb horizontal ist (wobei wir « negativ neh- ' y^ L- 
men würden, wenn G tiefer läge alö^F). Sey y^^^""^^^ I 

femer FCf = m, Cfg = n, wenn Cg die Pro- ' ^^ ^^- "^ 

jektion von CG ist, und CF = h^ so Bind a, ^ . ''' 

er, b, m, n als bekannt anzunehmen. Der Winkel fCg = x ist nun 
der Fehler wegen des unrichtigenZielpnnkts. 

Nun istFh = fg^='acoscr, Cf=?bcQsm, und man kennt also im 
Dreiecke Cfg die Seiten fg, Cf und den Winkel Cfg = n, sodass 
das Dreieck berechnet werden kann. Man hat darin 

sin X : sin (x •+• n),== a cos a rlicos m, 

sin(x-J-B) bcosm . / , . bcosm . 

— ^T — = ■" — ■ — , sin (x + n) = smx. 

smx acosa . äcosa 

Nun ist X immer sehr klein, wenigstens für die gewöhnlichen 

Anwendungen; also darf man cosx = 1 und sin x seinem Bogen 

(zum Halbmesser 1) gleich set;;en (§. 1 6). Wird x in Sekunden aas- 

^ .. 1. • *^* n ^ 180.60.60 ... , 
gedruckt, so ist dieser Bogen =^— , ^ = ; mithin 

X , . bcosm X ,. acosasinn 

—cos n + sin n = — . — , x" == ö . ^. 

Q acosa Q ^ bcosm — acosercosn 

Da a im Yerhältniss zu b, und auch, da m immer klein, zu 

bcosm, sehr klein isty so ist diese Grösse näherungsweise gleich 

Q. — ; '• , welche Formel man gewöhnlich aufstellt. 

'^ bcosm 

Liegen F mid G in derselben Horizontalebene, so ist er =: und 

a'sinn' asinn ,..., ^ 

x = or ^=^Q\ ungefähr. Da meistens m nur 

'bcosm— racosn ^baosm 

sehr klein, so wird man auchcosm = l setzen können, und dann 

but man; • asiun asinn «^^«^..0 « t *.j 

X = ö — ; — =i: — ; — 206264*8 Sekuuden. 
'^ -b b 

Eine gleichfalls hieber gehörige Aufgabe ist die 'folgende: Von 

einem ziemlich entfernten Funkte aus sollte die Mitte G eines 

runden Thurms beobachtet werden; man beobachtet desshalb die 

Mitte der von der Sonne erleuchteten Hälfte und wird dabei einen 

kleinen Fehler 1)egehen, xler m berechnen ist. 
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Ist nämlich SC die Richtung «•»•• 

der den Thurm beleuchtenden 
Sonnenstrahlen, so wird, wenn AB 
senkrecht auf SC steht, die Hälfte 
BSA erleuchtet seyn. 

Von O aus kann man, wenn 
DE senkrecht auf OC, nur die 
Hälfte ESD. sehen, oder da AD. 
nicht erleuchtet ist, nur ESA. 
Statt also auf die Mitte P von ESD 0^ 
(d. h. nach C) zu zielen, wird man 
mithin das Fernrohr auf die Mitte 
d von ESA gerichtet haben, und dadurch den Fehler POp begehen, 
der zu ermitteln ist. 

« 

Kann inan von O aus die Sonne sehen, so denke man sich S'T 
parallel S(5 (d. h. S'T ist die Richtung der in fallenden Sonnen- 
strahlen) und messe den Winkel S'OC, was freilich nicht ganz ge- 
nau geschahen kann, indem man nach p statt P zielt, a'ber auch 
diesen Winkel niclit mit der allergrössten Genauigkeit brauchen 
wird. Alsdann kennt man auch COT. =:y — 180''— COS V End- 
lich wird man. (genau genüg) OC =?= OA annehmen dürfen, und wenn 
man OC=:d als bekannt voraussetzt, auch OA = d haben; der 
Halbmesser des Thurms sey r. Der Winkel AOp = pOE werde mit 
n, POp mit bezeichnet. In dem Dreiecke OAC ist nun^: 

AC : A = sin AOC : sin OC A, 
d.h. daAC = r, OA = d, AOC = (u — ö), OCAxi=OCD- ACD 
= 90* — OCS = 90*— y: 

f:d = sm(u — 0):QOsg), sm(u — d) = — -p^. 

(1 

Im Dreiecke GOE i^t eben so: ' . 

CE : OE = sin COE : sinECO, 



d.h. 



r:d = sin(u-f e):sin90^ sin(u4-e) = -. 



Da tt — =B und n + d spitze Winkel sind, so werden dieselben 

r ' , . 

hieraus erhalten, und da — sehr klein ist, so braucht man cp keines- 

d ^ . _ 

Wegs genau zu kennen. In der Regel wird man setzen können: 
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grcosy „ , ^_r? 



woraus 



^ ^ (t:l^^ = ^ sin*|<f (in Sekunden). 

Dauert die Beobachtung einige Zeit, so wird (p sich ändern, da 
die Sonne sich am Himinel fortbewegt; man wird also COS' im. An- 
fang und Ende der Beobachtung messen .und aus beiden Resultateir 
das Mittel nehmen. Man M^rd sich leicht die Auflösung konstruiten 
für eine andere gegenseitige Lage der Sopne und des Punktes 0. 

§•37. •.' ■.•..- 

11). CD ist ein vertikal stehender Gregenständ auf einem Ab- 
hang CA; die Linie AC ist gegen.^en Fuss C desselben gerichtet. 
Man messe nun AB = a, BC = b, so wie die Winkel DAC = /?, 
DBC = a, so. kann man CD finden. • 

Denn in dem Dreiecke ABD ist ADB = « — j9 ^^«' ^s. 

und 

a:BD=^sin(a-/?):sinÄ, BD= >. T"^ - 
. . . mnia — fi) 

In dem Dreiecke DBC kennt man nun BD, 

BC =F b, und BDC =^ a, kann also nach §» 25 - 

die Seite CD finden. "(Wäre hier b = 0,, so hätte. 



man bis an G gemessen und müsste noch den j"^^^^^ 

Winkel DCA kemi^ir. Würde nun AC sich unter dem Winkel v 

geg«n den Horizont neigen, so wäre ACD = 90° -(- y und also 

asin/9 _ CDcos(i9 + y), , . , 

^^ = ra L V woraus auch a =^ — r\^ ' ^^ folgt, vermittelst 

welcher Formel die Entfernung AC bei bekannter Hö^he. CD ge- 
funden werden könnte. Für 7 = 0, .d; h. für ein. horizontales AC, 
wäre AC=.CDcotgj^.) . 

. 12) Kann man (in der vorigen Figur) die Linie BC nicht messen, 
SrO messe man in Ä den Neigungswinkel der Linie AC gegen den 
Horizont,^ ist' derselbe = y, so ist der Winkel DCA = 90®+y, 
und in dem Dreiecke DBC hat man jetzt: . . 

:* Unter Horizont verstehen wir hier die iinbegränzte Ebene, welche uns 
auf einem nicht durch Erhöhungen unterbrochenen Landstrich zu umgeben scheint 
Un4 an. deren äussersten Enden die Gräüien «wischen Himmel und Erde zu liegen 




Aafgaben ftps der Höhemnessimg. 



136 



DB : DC = sin (90°+ » : sin «, 

BD. sin a a sin /^, sin er 

cos y cuü y . ßin (a — ßf 



DC = 



B 

K 



\ 



Würde AC, statt anzusteigen, sich uijter dem Winkel y neigen, 
, 80 wäre DCA ±= 90* — x> ^^^ Formel bliebe aber dieselbe. Ist AC 
selbst horizontal, so ist y=Ö, also: - 

' ^ asin/Jsina < 

bini^a—ß) 

13) Kann man nicht- gegen den Fusspunkt hin messen, so messe 
man die Standlinie CD, die gegen den Pig.34. 

Horizont .unter dem Winkel DCE = a 
geneigt sey, und stelle sich die Auf- 
gabe , die Erhöhung des Punktes B 
über C zu jinden. 

Sey nun A' der Punkt der Verti- 
kalen BA, in welchem sie die durch G 
gehende Horizoü talebene ECA' triflFt; 
man messe den Winkel BGA' = /?,. die ^ 
Linie CD = a, so' , wie in G und D die 
beiden Horizontalwinkel Ä'CE = y, ,OEA' = * (§. 36, 'Nr. 10). 
Alsdann ist ■ • GE == a cos a. 

In dem Dreiecke A'CE ^kennt.man CE = acosa, die beiden 
Winkel A'CE = y, CEA' = rf, also 

AAr\ ä^T-y ' • . • V I T\ A äA acostesmo 
A'C :QE = sin3: sm (y + 3), A'C — -r— 7 — r-rr. 

^ • ^ sm (yi-ö) 

Endlich in dem rechtwinkligen Dreiecke BGA' : 

acosösindtg/^- 




A'B = A*Ctgß = 



. toin,(y + f^) 



scheinen. Diese Ebene steht also senkrecht auf der nach dem Zenith (vergl. die 
Note zu §. 36, Nr. 4) gerichteten Geraden. Ehe horizontale Lage eiaer Ebene wird 
bekanntlich durch die Wasserwäge bestimmt^ während die vertikale Richtung einer 
Linie, d. b. die Richtung nach dem Zenith, durch das Bleiloth angegeben .wird. 
Zuweilen {)flegt man die so eben mit dem Namen E[o'rizont belegte Ebene auch den 
scheinbaren Horizont zu nennen, während unter wahrem Horiisonte dann 
die wirkliche Erdfläche verstanden, wird. (Man vergleiche übrigens die Note zu 
§.23, Nr. 3 der zweiten Abtheilung, wo eine andere Erklärung .der -letzten Benen- 
nung gegeben ist. In jedem FaHe wird man übrigeiis Isogleich erkennen, in welcher 
Bedeutung das Wort Horizont genoipmen ist.) 
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Hätter man eben so den Winkel ACA^ = ß* gemesseA« so wSre 

' _^ftCosasm<Jtg/9' 

^- sinCy + rfj:"' 
also 

sin (y + tf) ^ , ^ '^ ^ ^ "^ . sin (y + ^) cos /? cos^jJ' 
Läge A tiefer als A', so wäre -^ tg ^' zu setzen und inan hätte 
statt der vorhergehenden Formel : . - 

AB = ^ ^Q^ ^ ^^^ ^ s^" (/^ ^ /^O * . ^ 

sin (y -f^ <J) . cos /5 * cos^/?'' 

D kann höher oder tiefer liegen als C, d. h. a kann positiv oder 
negativ seyn, das- Resultat ist dasselbe. , 

Will man nach dieserMethode z.B. dieHöheeine&Kirchthurms, 
der sich in einem Thale befindet, von einer benachbarten Höhe herab, 
die über der Spitze des Thurms liege, messen, so werdeii die beiden 
Winkel ß und ß' negativ seyn, wenn man die erste Formel anwen- 
den will; will man dagegen die zweite anwenden, «o ist ß negativ 
und kleiner als /9'. Z. Br 
a = 357-3, ct=— 3^*8' 10", / = — 13^5'49", /?' = — 20*18'9'% 

y = 85^37' 14", rf = 79^3' 12", 
also ,„ 357-3.cos5'48'10"sin79^13'l2"sin7°12'20" 

AK zr: ■ 1 

sinl64°50'26".^ösl3°5'49"cos2Qn8'9" * 
' 14) Die drei Punkte A, B, C liegen in derselben Geraden, die 

mit dem Eunkte E in' der nä:mlichQn Hpri- Fiy.s». 

zontalebene sich befindet. Man misst AB = a, t^- 

BC =b, nebst den drei Höheii^inkeln FAE 

= a, FBE = /?, FCE=.y; man soll daraus 

die vertikale Höhe FE = x finden. 

Man hat in. den Dreiecken FEA^ FEB, 

FEC: . '•'' • «:' 



'''X. 



l^k 



tga' tg/S' tgy ' , A 



Ferner ist EBA = 180' — EBC, ces EBA = — cos EBC ; aber 

da (§. 22).: 

„_. BE' + AB»— AE* ^-^ EB'+BC» — EC» 

'''^^^ = IbE.AB ' ''' ^^^= 2EB.BC ' 

SO ist ' 



* D* h.- in der frühern Formel tritt — /?' an die SteUe toii ß*. 
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X* X* X* X* 



2x 2x - 

woraus: (a*tg *«tgVtg*r+x*tg*atg*y ^xltgVtgV)^ 

= (x»tg'«tg*>— bHg.»atgVtg*j'-x*tg'«tgV)a 

.x?|>tg»«tg»)— btgVtgV-at«'«tgV+atg'atgV] 
= -Xab»+a^b)tg»«tgVtgV . - 

= ^ab(a+b)tg*«t gVtgV, - . 

. tg<ittg/gtgyVab(a+b) 

''"VLbtgV(tgV-tg'«) + atg'.«(tgV-tg'y)J" 
Aber ans .§. 14 folgt 

tg»/?-tg»a = "''^^+">sip (/?-«) 

tg /* tg y-^ cos V- cos V ' 

also 



.tg«tgjg.tgyVab(aH-bJ ^ . 

\/ L cos^/Jcos'a cos*^cos*y J 

ab(a-f:b) 

V£btg'ycos'ysin(j?-f-fe).8in(/? — a)4-atg'a.cos-asm(/ff+y) 

; sin(/g^y) ] 

sin g sin/? sin yVab(a-|"^) ■' 

Wir wollea hier" wiedei*. ein Zahlenbeispiel beifügen, was wir bei 

* . * ■ 

obigen, so' leicht 2a berechnendeit Formeln unterlassen haben. 
Sey alsoj - 

a = 2350, b ^ 165(0, «== 2» 7', ß = 5"'9'30", y = 3»18'10", also' 
* 4- b = 4000, /8-h a = 7« 16' 30", /?— a = 3« 2' 30", 
/S 4- y = 8" 27' 40", /8 r— y = 1^ 5 1 ' 20". 

logb = 3-2174839 •Ioga = 3-3710679 

21og8iny.= 7'62ld324 21og8ina = 71348620 

log8in(/»-f-o) = 9-1026428 . log8in(/9+y) = 9-1677251 

log sin (ß — «) = 8-7247860 l og sin (ß — y) = 8-6102754 

.0.-5658441-r2. 01839304 — 2 

1 — 0-03679968 . ,11 = 0-01627321 
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I + n = 0-06207289 . 
log(I+n) = 0-7166U7 — 2 
Tlog(I-f n) = 0-3683058 — 1. - 
. log sin a= 8-5674310 ^ 
^ log siB/J=: 8-9637999. 
' lo^ sin y== 8-7606162 
^loga==: 1-6855.339 
iiogb = 1-6087419 
flog(a + b) = P8010300 . 
E41og(1 4- n) = 9-6416941+1 

Iogx = 20187470 
) x=104-41K 

15) Man soll, indem mau die horiz<)atale Standlinie MN = a 
gemessen hat, die Erhebung der 25wei Punkte A, B übe?r MN, so wie 
ihren horizontalen Abstand A'B' bestimmen^ , 

Man messe (A', B' in derselben Hori- 
zontalebene wie MN) in M die Winkel ^. 
AMA', A'MB', A'MN; in N die Winkel 
BNB', B'NA', B'NM, so kennt man in 
dem Dreiecke MNA' eine Seit-e MN und 
die zwei Winkel A'MN, A'NM = B'NM 
— B'NA', kann also NA' und MA'berech^ ^' 
nen; in dem Dreiecke MKB' kennt man 
die Seite MN, die Winkel B'NM, NMB'== 
A'MN — A'MB', kann also B^N berech- : 
nen. In dem Dreiecke A'NB' kennt man 
nuh A'N, B'N nebst A'NB' , kann also A'B' finden. AA', BB' er- 
geben sich aus den rechtwinkligen Dreiecken AMA', BNB'. 

-.. • §.38. " '■■• ; 

Bei den Höhenmessungen, von denen wir in §. 37 einige Bei- 
spiele gegeben haben, sind zwei Voraussetzungen gemacht worden, 
nämlich dass das, was wir den Horizont genannt haben, eine Ebene 
sey, oder yielmehr, dass diö Erhöhung eines Punkts B t^ber einen 
Punkt A nichts Anderes sey, als die Erhöhung des Punkts B üjber 
die durch Ä gelegte Horizontalebene, und zweitens, dass man im 
Stande sey, den Höhenwinkel richtig zu messen^ d. h. dass der 
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Lichtstral^l von dem Pankte B .nac^^'dem in A befindlichen Fernrohr 
oder Auge in gerader Linie gelange. Beide Voraussetzungen sind 
zulässig, in so weit cfie votkonmienden Entfernungen nicht beti%cht- 
lich sind. Bei grösseren Entfernungen sind sie aber nicht anzu- 
nehmen. Die Erdoberflache ist keine Ebene, sondern eine krumme 
Fläche, und der Lichtstrahl beschreibt in der Luft keine gerade Li- 
nie, sondern eine krumme, deren hohle Seite gegen die Erdoberfläche 
gewendet ist. - 

Wir wollen diese beiden hier in Betracht zu ziehenden Thatssv- 
chen etwas näher in's Auge fassen; Denken wir uns , die ganze 
Erde wäre mit Wasser bedeckt, so würde die Oberfläche dieses Uni- 
versalmeeres eine krumme Fläche seyn, die entsteht, wenn eine El- 
lipse um ihre kleinere Achse sich dreht. Da nun die Erde nicht ihrer 
ganzen Oberfläche nach mit Wasser .bedeckt i&t, so ^Hrd diese regel- 
mässige Fläche Unterbrechungen erleiden, undT?heile von ihr werden' 
nur da vorhanden sein, wo die Voraussetzung verwirklicht ist, ds h. 
in den Waltmeeren. . Man wird' sich desshalb unter dem festen Lande 
hin diejenige*" krumme Oberfläche, von der die Spiegel der Meere 
ein Theil sidd, fortgesetzt denken, und so unter dem Festlande das 
erhalten,.. was man die Me er esf lache nennt. Ist G irgend ein 
Punkt des festen Landes und man zieht von demselben auf die (so 
eben näher bezeichnete) Meeresfläche eine Senkrechte, so bildet die 
Länge derselben die Erhöhung des betreffenden Punktes 
über der Meeresfläche. 

Der bei der Umdrehung der Ellipsfe um ihre kleine Achse von der 
grossen Achse beschriebene Kjreis bildet den Aequator, während die 
Drehachse das bildet, was man die Erdachse nennt. 

Die Länge der grössten Achse , also der Durchmesser des Erd- 
äquators, beträgt nach den neuesten und zuverlässigsten Messungen 
und Berechnungen 6544154*3 Toisen, während die kleine Achse, also 
die Elrdaclise, 65222-78'7 Toisen beträgt. Bezeichnen wir die Hälften 
dieser Grössen mit a und b, so ist also 

a = 3272077-1, b = 3261139-3.Toisen. 

Bei allen Messungen der höhern Geodäsie handelt es sich nur 
um die Entfernungen zweier Punkte, die auf die Meeres fläche 
reduzirt sind. Da man (§.36, Nr. 10) vermittelst des Theodo- 
lithen ohnehin nur Horizontalwinkel misst, so wird die Berechnung 
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der Messungen sofort diese Efitfernangen geben, unter denen fl^an 
also die Entfernung deirjerCigen zwei Punkte versteht, in denen die 
von den eigentlichen Punkten auf die Meeresfläche gezogenen Senk- 
rechten diese Fläche treffen , natürlich <£ese E^ntfemnng als eine 
kürzeste, auf der krummen Meeresfläche liegende Linie aüfgefasst« 
Wir heissen sie kurzweg di« geodätische Entfernung der Punkte 
auf der Erdoberfläche *. . ^ 

Betrachten wir nun einen Punkt C des festen Latides, fällen von 
demsMben auf die MeeresflächjB eine Senkrechte, so wird diese, bis 
an das Himmelsgewölbe verlängert, letzteres imZenith des Punktes 
C treffen (§. 36, Nr. 4). Die nämliche Senkrechte wird mit der 
Ebene des Aequators einen gewissen Winkel machen, den man die 
geographische Breite des Punktes C nennt. Die gei>gräphische- 
Breite, und Zenithdistanz (§.36, Nr. 4) des Nordpols i d. b* des 
Durchschnittspunktes det verlängerten Erdachse mit dem-Hiinmels- 
gewölbe, machen zusammen 90° aus. Von dem-Fusspunkte C der 
von O auf die Meeresfläche' ge;50genen Senkrechten aus sey auf letz- 
terer irgend eine kürzeste'Linie nach einem andern Punkte D' ge- 
zogen, _der als Fusspunkt der von einem Punkte D des Festlandes 
auf die Meeresfläche gezogenen Senkrechten angesehen werde. An- 
genommen die Länge der (krummen) Linie Q'W sey nicht gar zu 
gross (sie kann jedoch bis 10 Meilen betragen), so lehrt die höhere 
Mathematik, dass man dieselbe nahezu als einen Kreisbogen anse- 
hen dürfe, dessen Halbmesser r durch die Formel 

. • ab' ■ ■ . 

r = ' ■ ' ^ ■ \j^y 

[a*(l-^e'sin'y)oos'a-|-b'sin'«J V 1-:— e'sin'y 

gegeben ist, worin 9) die geographische Breite von C (besser von der 

Mitte von CD'), «der 1 80" nicht übersteigende Winkel ist, den G'D' mit 

dem Meridian in C (besser, den Q'D' mit dem durch die Mitte von Q,*W 

b* 
gezogenen Meridian) macht, und wo e * = 1 -^ — 5 ist. . Man hat dess- 

a 

halb loge« = 7-8244^104 — io, undb' = a»(l — ^), so dass auch 
r- a»(i-e') 

[a*cos'«(l— e'sin» + a»(l — e')sin*«]Vl— e'sTn?y 



Man vergleiche hiemit §. 43'. 



Beredmung der Etdkrümmuiig. I4I 

a(l— e») 



[I^^**(l-r-cos*acos^y)] Vi — e^sjn'g? 

Die Grösse a ist, wenn man Linien trählt, die in grossen geo- 
dätischen Operationen erl\ialten wurden, bekannt; andernfalls jedoch 
nicht und es ist i^ehr umständlich, diselbe direkt zu messen; man. 
wird desshalb einen' Mittelwerth wählen können, etwaa = 45^ was 
von überaus grossem Einflüsse nicht ist, da cos' a noch mit der 
kleinen Grösse e * multiplizirt ist. 

In unsem nachfolgenden Rechnungen werden wir di« Gt^sse 

—häufig erscheinen sehen; sie ist 



1 (l-r-e'-|-g'cos'acos'y).Vl-^Q'sin'y 

T- . a(l-e») 

Vi — e^sin'tf) , e^cos^acbs^ep* yr 5-7-1 — 

^-^ r—- — ^H ., 2x VI — e^sm'y 

. a ' a(l— e') , ^ 

Wenn, wie diess gestattet ist, die Grösse e* iaicht mehr beach- 
tet wird, so ist: 

_^ 1 ■ , 

Vi — e*sin*g?=:l — Je*sin*g?,r — j=l-|-e*, 

also ;- - ' . 

1 1 — ie^sin^o) , e'cos'acos*» .. , .>,,- 2 • 2 \ 

r = \ ^H -Z ^(l + e»)(l-^e*sm»y)^ 

* ' a a 

1— ^e'sin'y ■ e*cos'ttCo$>'y 



a , ■< a 



y 



1 e' 

= — 1 (cos*acos*5p-^— 4sin*y)> ' 

a ^ a 

1 e* 
= — f-— ■ (2co5'acös^<p — sin'cp) 
a ' 2a ^ 

, 1 e* 
. = — + —[2(1 — sin*a)c6s'y — sin'g?]- 
a 22a 

Je' 
= — 1-— -fÄcos'cp — 2sin'acos'a) — sin'cp] 
a ' 2a^ •• . - . ^ ^' 

1 e' «' 

= — h;;-(coö'«p — ^sin'g))7+-s"Cos'«p(l — 2sin'a), 
a 2a #5a • . 

d. h. ^ 

— = — -|- — cos2y-l-5-<5^s*9^^s2a, (c) * 
r a ^a «a ^ 
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oder auch _^ a . .. 

1 -f-ie'cos2y-|^^e'cos2acos*y 
Wollte man einen Mittelwerth a = 46*^ gelten lassen, so würde 
cos €c ausfallen und also bloss 

.• a ^ V • 

l+ie^cos2,y ^ ^• 
sein , was jedoch sicher nicht ganz genau wäre , da das Glied 
^ e * cos 2 a cos ' g> von derselben Art ist, wie ^ e ■ cos 2 <jp . Da a zwi- 
schen und lÖO® schwankt,. so sind die äussersten Wejthe von.r; 

a , a 

und 



l-[-^e*cos2y-hi«*cos*y l-4-ie'cos2y — ^e^cos^^p' 



1 - . ' • 

von—: . ' 

r 

1 -e' • e* 

^' a+2^^^^^T"^2^^^®'^'* ' .. 

1 r ^^ « ^* . 2 1 ^^ • 2 

— |-^cos2y — — cos'y =2^^.- - — sin*g^. 
a ^a ^a a ^a 

und das arithmetische Mittel zwischen den letzten zwei Grössen 

würde allerdings auf 

1 l e^ . 

' -=:- + r--cos2a) (f) 
r a . 2a ^^. .^ "^ . . 

und also auch auf (e) führen. Bayer in der „Küstenyermessung" 

(S. 431, 488) verfahrt übrigens in dießer Weise, wenn er gleich die 

obige, offenbar bequemere Formel nicht angibt.^ - 

Für Karls.ruhe ist (p = 49^, also wenn man nach der Formel (e) 
rechnet: 

löge' =^7-82441 • , loga=6-6148235 

logcos2y = 9'14356(— )E.|og(l+^e'cosjy)= 9'0002Ql7+l 
' E. log 2 — 9-69897 logr=e-5160262 

o 6-66694(— ) * 1 

Je'cos25p== — 0-0004644 ' ^^r 

l+$e? cos 2 9 = 0-9996366 . • * . 

Wollte man eine mittlere Breite g> === 46° annehmen , so wäre 
für a = 46° auch r == a, welchen Werth man mithin ohne bedeuten- 



i.2_o,„ ^.f^a^AaAA log- =3-4849747-10* 



* Hiebe! ist Torausgesetzt , dass dieMaasse Toisen,(& 6 pariser Fuss) seien; 
wird der -Meter als Maasseinh^it gewählt, so ei^ftlt man logr = 6 '8048459,1 bei ba- 
dischen Fuss: logr = 7'3277238 (r = 21,267,^8 bai Fuss). 
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den Fehler häufig, anwenden kann. Puidsant (Trait6 de Geodäsie 

' a 

I. pag. 441) setzt gar a = 90®, also ninimt bei y = 46®: r = —^ 

1- ^e . 

was beweist, wi^ willkühr|ich hiebei verfahren wird. Ohne beden- 

tenden Fehler wird man j wie gesagt, r==a setzen können, was 

<y = a == 45® entspricht, ohne naturlich damit za meinen, dass die 

genauem Formeln (c) und (d) nicht besser angewendet werden, 

wenn es möglich ist. 

Häufig, bedarf man des Werthes von r, wenn äine Länge CD' 

in Winkel verwandelt werden soll , d. h. wenn man anzugeben hat, 

,wie gross der Winkel am Mittelpunkt des Kreises Tom Halbmesser 

r ist, dem die Bogenlänge CD' = S zugehört. In Secunden ist er 

offenbar: 

S.180.60.60 S.180.60.60 



r/r ' "^ aTF 



[l-|7ie^cos2y-[Tie'cos2(»cos'y]. (g) 



oder wentSi mai\ ganz kurz rechnen wollte: 

S.180.60.60 _, w . 

— ^, wo y = a = 46" vorausgesetzt ist. 

a7( 

§.39. ' ^ 

Was nun den zweiten Punkt, dessen wir in §.38 erwähnten, be*« 
trifft,. so wurde dort schon gesagt, dass der .Lichtstrahl in der Luft 
keine gerade Linie beschreibe, vielmiehr sein Wieg eine krumme ge^ 
gen die Erde hin hohle Linie sey. Geht also von wg-w. 

einem Punkte M ein Lichtstrahl aus und gelangt 
derselbe nach A, so ist der von: ihm duichlaufene 
Weg etwa die krumme Linie AM» Die Folge davon 
ist, dass man den Punkt M nicht an seinem wah- 
ren Orte, sondern nach der Richtung AM' zu sehen ^ 
glaubt, wenn AK' die in A die krunmie Linie AM. 
berührende Gerade ist. Stellt ZA die durch A ge* . 
faende Senkrechte auf die Meeresfläche dar (also 
die Vertikale in A), ebenso MC die Senkrechte auf 
die Meeresfläche in M, sq wird man (ohne merk- 
lichen Xrrthum) annehmen dürfen, die beiden schneiden sieh im Mit^ 
telpunkte G des Krei&es, der durch die kürzeste Linie auf der Erd* 
Oberfläche gebt, die zischen den beiden Vertikalen ZA, MG gezo- 
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gen ist, und dessen Halbmesser wir in §. 3S zu bestimmen gelehrt 
haben. Verlängert man AZ bis an das Himmelsgewölbe/ so stellt 
Z das Zenith von A dar, und MAZ wäre die wahre Zenithdistanz 
von M. Statt des (geradlinigen) Winkels MAZ misst man aiber 
den kleinern M'AZ , oder die scheinbare Zenithdistanz. Ist 
letztere =z, it femer ^z der Winkel MAM', jf die wahre Zenith- 
distanz MAZ, so ist also ' 

Was Jz anbelangt^ 'so haben Theorie und Erjf^hmng bewiesen, 
dass man nähemngsweise annehmen dürfe , es sey dieser Winkel 
proportional dem Winkel C am Mittelpunkte des oben angeführten 
Kreises, so dass man setzen kann 

^z = kC, 
wo k ein konstanter, übrigens von dem Znstsuade.der Lnfb abhän- 
giger Koeffizient ist. In Bezug auf diesen Koeffizienten glaubt 
Struve (Höhenunterschied des kaspischen und schwatzen Meeres 
S. CVI) folgenden Ausdruck für denselben setzen «zu dürfen: 

k = 0-0r?383[l + 1:^]. ^. 1-014819 - 

, ^___ ' * * 

worin H die mittlere Höhe der Beobachtuggslinie in Metern über 
den Boden, B die Höhe des Barometerstandes in Millimeter am 
Beobaehlungsort, t die Temperatur der Luft nach R^aunrar bedeu- 
tet.' Wäre die Tem{>eratur der Luft in hunderttheiligen Graden an- 
gegeben, so träte an die Stelle von TOliSlO*^""* alsdann 
1-01 1838^® ~ *. Als mittlem Werth des Koeffizienten k hätte man 
^ hiemach 0*0724; nach andern Angaben ist er zwischen 0*0556 bis 
0*1 enthalten. iBebsel (Oiradmessung in Ostpreussen S. 197) 
setzt k =. 0*0685; Gauss wählt L= 0*0653; die Angaben Bayers 
in der Kiistenvennessung schwanken von 0*0876 bis 0*0619; die 
Franzosen setzen nach Carabeuf k = 0*0643 u..s. w. 

Wie bereits oben gesagt, muss zu jeder beobachteten Zenithdistanz 
eines Punktes z (= M'AZ) noch Jz = kC addirt werden , um die 
Wahre Zenithdistanz MAZ zu erhalten; umgekehrt wird, wenn der 
Höhenwinkel des Punktes M gemessen wurde^ der mit der Zenith- 
distanz ^90^ ausmacht, von diesem kC subtrahirt werden müssen, 
um den wahren Höhenwinkel zu erhalten. Ist s die geodätische 
Entfernung der Punkte A und M, so ist (§. 38) in Sekunden 



— t 
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^ S.480. 60.60 , ks. 180.60.60 

^ =^ ; ^ ^ = ,— 



m < I .. ■ 



rjT 



TTt 



rif . S8. 




■ . §-40. •• 

Gesetzt nun die Höhe des Punktes A über der 
Meeresfläche sey h , die von M über der Meeres- 
fläche h'; r habe dieselbe Bedeutung wie oben, z 
sey die in A. beachtete Z^jiithdistanz von M, also 
z = M'AZ , MAM' == kC , also, MAZ = z + kC, 
s sey die geodätische Entfernung. der Punkte A und r 
M, so ist in dem Dreiecke CAM der Winkel CAM 
= 180"— (z+ kC), mithin (§. 22, (29)) : 



r + h : r + h' = sin [C + 180*» -. (?'+kC)] : sin [180^^- (z+kC)] 

= sin[2 + (k-l)C]isinj(z + kC) . 
r4-h'-rr-^.h^ _lMi±^CK_', 

Subtrahirt man beiderseitig r -f- h, so erhält man : - 

.=2(r+h)cos[^+^^i^c]sin^. /• 

sin[z + (k— 1)C] (§-^*)-' 

Nup ist C immer sehr klein, man wird also ohne merklichen Feb- 

C s' ' ' ■ ■ 

1er sin — = — -«etzen können (§. 16), .mithin erhalten: 
Ä ^r 



r + h 
h- — h = — = — s 



cos 



[3+ 



2k^l 



C 



] 



r. sin.[z + (k— 1)C] ' 
r j i\\ * h * h 

oder da -^ = 1 -| — und— sicherlich verschwindend klein ist: 

. . r . r r 

h' — n = s . cos 



t+^c] 



(37) 



sin[z+<k— 1)C]' 
Diese Formel gibt für alle Fälle der Praxis mit vollkomiöen hin- 
reichender Schärfe den Höhenunterschied der zwei Punkte M und A, 
also die Erhöhung (oder Senkung) von M über« A. 

Di eng er, ebene Trigonometrie. 10* 
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Wollte man statt der geodätischen ihtferniiog si(§.38)dievon 

C s' 

A.aus gemessene Entfernung s' nehmen*, so wäre sin— = ^. . :pr 

und man sieht , dass die Formel (37) dieselbe bliebe. Es ist dies 

auch natürlieh, da s und s' kaumvou einander unterschieden sind^ 

h ■ . ' I ' . • 

wenn— verschwindend klein ist. Man wird also (37) immer anwen- 
r , - ^ 

den können, auch wenn s.die letztere Bedeutung hat, ja sogar in 

diesem Falle mit grösserer Sicherheit. 

Die Formel (37) lässt sich auch noch etwas anders auslegen» 

Man hat nämlich: ^ v . 

[2k 1 T C C 

z-j X — Cj cos[z4"KC]cos — -f-sinfz-f-kCJ.sin- 
sin [z -f- (k — 1) C J "~. sin [z -j- kC] cos C — cos [z + kG jsin C ' 
Beachet man nun, dass im Nenner, für die gewöhnlichen Fälle,, 
COS (z-|-kC) klein, weil z-|^kC nahe an 90*^, sin C klein, weil C es 
ist, so kann man das Glied cos (z-|-kC) sin C gegen, sin (z-|-kC) 

C 

cos C vernachlässigen. Setzt itian danil noch cos C =^ 1, cos— = 1» 

sin •- = —, so hat man ungefähr : > ~ 
2 2r . . 

• . _-^-^j--^^ =cotgt;.+kC] + -. 

h'-h-=s.co^g(z + ke)+'|-, (37') 

welches die gewöhnliche Formel ist. Dabei ist s cotg (z +kC) 

die Erhöhung von M über die durch A gehende, auf AC senkrecht 

gl 

stehende Ebene (Horizont von A) und — pflegt die Korrektion 

2r . 



* Dabei ist Torausgesetzt, dass die Entfemnng s' anf einer mit der Meeresflttehe 
parallelen' Flftche gemessen worden. Bei. den meisten Messungen wird man. aber 
diese Lflnge nicht geradezu eHialten;. sondern die Entfernung des Punktes A Ton M 
reduzirt auf den Horizont vonA, d.h. die Länge der Geraden, weiche in 
der durch A gelegten Horizontalebene den Punkt A mit dem Fusspmikt der Senk- 
rechten verbindet , die man von M aus auf dieselbe Ebene fällt. Selbst bei den 
bedeutendsten Entfernungen wird man jedoch'^, ohne irgend merklichen Fehler, letz- 
tere Grdsse f&r erster«' nehmen kOnnen. 
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B 

1^ 



wegen der Erdkrümmung, oder auch die Reduktion auf den 
wahren Horizont genannt zu werden. Es folgt. aus der Formel. 
. (37') übrigens ein weit wichtigeres Resultat. Berechnet man näm- 
lich, nachdem die gemessenen Höhen winkel wegen der Strahlenbre- 
chung (Refraktion) korrigirt sind, nach den früheren Methoden (§. 37) 
die Erhöhungv eines Punktes M über A, so hat man zu der so ge- 

• , s^ 

fundenen Erhöhung die Grösse ~ zu addiren, um zu findeh, 

um wie viel eigentlich M über A liege. '^«f* '•• 

Einige Beispiele mögen dies klar 
machen. 

In dem in §. 37, Nr. 13 betrachte- 
, ten. Falle sey gemessen worden : 

CD = a = 2693 bad. Fuss, * = ^ 
122^32' 15", y = öS'* 33' 19", 
/?=in8'26",a=:0. 
Zunächst muss man nun A'C su- _ 

chen; zu dem Ende hat irian : ^ > 

loga = 3;4302364 log s = 4-8^38858 

log sin (J = 9-9268480 log 1??J50J60 ^ 5*31 44251 



V 




E. log sin (y+J),=: 1-4778014 



n 

E. log r = 2-6722761 (§.38) 

2-8205870 
C = 661-58" 
kC — 43-1" 
/? — kC = ri7'42". 

2 log 8 = 9-66777 

E.log2r =:2-37t24 

2-03901 

!-== 109-39 
2r ^ . 

Wirkliche Erhöhung von B über C = A'B + 1- = 166 1 -47 bad. F. 

x 

Zur Anwendung der Formel (37) wollen wir folgendes Beispiel 

wählen : ' , 

-, • ^ 180.60.60 

log s ^ 3-3563886, z == 89' 56' 26-3", k =^ 0-0734, log- 



log s= 4-3338858. 
Hier.istk=O'0653. 

/ 

log 8=4-8338858 
log tg (/9 — kC) = 8-3542211 

3-lS81{t69 
A'B = 1542-08 



2r7T 



= 8-49824 — 10. 



10* 
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log s = 3;36639 log s = 3*3563886 

log i^ll5ü. = 8-49824 log cos (z+^^^^^^^ — C) =7'21053OO 



1-86463 E . log sin [z + (k ^ 1 ) C ] -• = Q-QOOOOOjB 

C. ^.^^„. 0-5669194 

- = 71-55" 

2 

(1 — k)C = 2'12-57" h' — h = 3-6891. 

(l-2k)§"=l'l-'03" 

z + ^^^^ C == 89" 54' 25-3" 
. 2 - • 

z + (k— 1) C = 89«^3' 13-7" 

Ferner: log s = 3-8764582, z = 9Ö* 9' 2-7", k = O'OeSS, 

j 180^60_^ _ g.49g24 _ 10^ gibt h' — h = — 12-337„also 
eine Senkung. 

§-41- 
Um der Korrektion wegen der Strahlenbrechung, die immer et- 
was unsicher ist, auszuweichen, pflegtman oft gleichzeitige Ze&ith- 
distanzen zu nehmen. In diesem Falle nämlich wird nicht nur (Fi- 
gur 38) die Zenithdistahz des Punktes M in A, sondern auch zur 
nämlichen Zeit (d. h. unter denselben atmosphärischen Verhält- 
nissen) die Zenithdistanz des Punktes A in M beobachtet. Sind 
ali^ die zwei Punkte so gelegen, dass man wirklich den atmosphä- 
rischen Zustand in beiden als denselben anzusehen berecMigt ist, 
so wird die Grösse k in beiden Punkten dieselbe seyri. Ist mithin 
z die beobachtete Zenithdistanz des Punktes M in A, z'. die von A 
in M, so sind die wahren Zenithdistaiizen beider Punkte z +kC, 
z' + kC und in dem Dreiecke ACM kennt man die Seite AC = r + h, 
nebst den drei Winkeln C, 180' — (z + kC), 180* — (z' + kC). 
Da diese letztern zusammen 180^ betragen müssen, so ist 

z + z' + 2kC^l8(>-+C. ;^ 180'+a-,(z + .0 ^ 

woraus k gefunden wird, wenn C bekannt ist. Man hat nun (§.23) : 

2r + h-f h':h' — h = cotgiG:tgKz'-^z), 

h'~h = (2r + h + hOtg4CtgK2'-z), 
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also wenn wie in §.39tgiC?=sin4C = r-^: 

• -^ " 2r 



h'-h = (l+^)st«Kz'-z). 



d.h., wenn man ^ vernaoblässigt : 

mm X 

b'— h = stgKz'~z), (38) 
nach welcher Formel bei gleichzeitigen Z^nithdistanzen der Höhen- 
unterschied berechnet zu w^erden pflegt. Die Genauigkeit ist jedoch, 
bei der Unsicherheit der Voraussetzungen , in der Regel nicht sehr 
gross. . 

Auch die Formel (37) pflegt man noch etwas kürzer zu fassen. 
Da nämlich der im Nenner vorkommende Winkel nahezu dem im 
Zähler vorkommenden gleich ist, so hat man ungefähr: 

h'-h = scotg(zH-^^G), <39) 

welche Formel jedoch natürlich miiider genau ist, als (37). 

Anmerkang. Es ist hiebe! offenbar vorausgesetzt, dass die Winkelmessin- 
strumente in denselben Punkten aufgestellt seyen , nach welchen hin visirt wurde. 
Häufig ist diess unmöglich, wexm z, B. die Spitze e^nes Thnnns u. s^w. der Yisir- 
punkt war. Alsdann stellt man das Ini^trument entweder senkrecht unter den be> 
treffenden Punkt oder in die durch den Punkt und den anzuyisirenden Punkt ge- 
hende Verticalebene und misst dort die Zenithdlstanz. Da man die Lage des In- 
struments in Bözug auf den Punkt, in dem es aufgestellt werden sollte , kennt, so 
ist es nicht schwer, aus der Messung die eigentlich^ 
Zenithdis.tanz zu erhalten. Sey nftmlicl^ A der Punkt, 
in dem das Instrument aufgesteUt werden sollte ; 
D der, in dem es aufgei^tellt wird;* B der Zielpunkt, 
so dass A, D, B in derselben Vertikalebene Megen ; 
femer liege A' in der durch D gehenden Horizon-* 
talebene. Man misst die Zenithdistanz . von B in ^ 
D = zo und soll d>e- Ton B in A = z finden. Der 
Winkel Z' DB ist also = z« + kC, Z AB = z + kC ; ^.' 
man kennt femer A'B, A'D, hat also sm A/DB: sin A'BD=: A'B : A'D,.sin A'BD 

A'D.sinA'DB ' ' 

= "t^ . Da nun A'D immer klein, so wird man wohl A'DB = 90® + «o 

und A'B = s (§. 38) setzen können, also' 




sin A'BD = 



A'D cos Za 



erhalten, woraus A'BD folgt. .Dann isiBA'D = 90« — (zo + kC -f- A'BD), Z A'B 
= Ze + kC + A'BD. Ferner b^t man im Dreiecke ABA' : f in AA'B : sin ABA' 



} 
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= AB : AA' , d. h. sin ABA' ^ AA' . — -^r^ — , worin AA' bekannt , AA'B = z« 



sinAA'B 

AB^ 

-{- A'BD angenommen werden kann, und ebenso AB ohne merklichen Irrthum = s 

gesetzt werden darf, so dass 

. AA^sin(zo + A-BD) 
smABA' = — — — — ' , 



nnd dann 

ZAB = z + kC =: AA'B + AB A' . 

^ A'D . cos 7o 

d. h. da A'D nnd AA' immer klein im YerhAItniss zn &, also A'BD = q 

s 

. 180.60.60 ^ ^ , , ._., AA^sin(zo+A^BD) 
(wenn q = Sekunden), ABA' = : — ; q: ' 

fl " s ■ 

. un , ^^ , A'Pcoszo , AA' r , A'Dco szq "1 

z + kC = Zo + kCH ^ — - ^ + — 'sm l^zo + -= — j (fjQ, 

' . A'D«osz<| , AA' . r , A'Dcoszo T 

» 

. A'Dcoszq , AA'sinÄo 

= Z„4 ■ , > gH r Q, 

s s 

A'D 

wenn man auch noch cps zo Q neben zo veruachlässigt. 

s 

Ist D in A', so ist AI) = 0, also bloss 

z = z^j -f- — -T— sin Zjj • ^ 
. s 

Wir haben hiebei D tiefer 'als A vorausgesetzt; im entgegengesetzten Falle 

hAtte man — AA' für AA' zu setzen; läge A' zwischen D und B , so wäre eben so 

— A'D für A'D zu setzen. ' 

Es mag. von Interesse seyn^ hier die Lösung einiger Aufgabea 
beizufügen, die vermöge des Obigen ziemlich. leicht ist. 

1) Ein Punkt (Thurm, Berg) ist um H höher, als die' nm ihn 
(seinen Fuss) sich ausbreitende unbegränzte Ebene (also z. B. die 
Meeresfläche); wie weither kann er noch gesehen werden? 

In dem entferntesten Punkte der Ebene , b\ dem der fragliche 
Punkt noch sichtbar ist, muss seine scheinbare Zenithdistanz 90® be- 
tragen (in Figur 38 wäre also M der fragliche Punkt ; A der letzte 
Punkt der Ebene, von dem aus er noch sichtbar ist, ZAM' =90®). 
Da Jetzt h' — h = H, so ist also in (37), wo nun z = 90®: - 

s . sm — jr-r- C 
H = 



cos(l -k)C ' 
180.60.60 
n 



oder da C = — , wo q = '■ '— nnd C in Sekunden gegeben ist ; 
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s 






cos 

r 



^ 



aus welcher Gleichung s zu 'bestimmen ist, Näheriwgswelse kann 

(1 — k) 

man cos ^^s = 1 setzen und hat danij * 

r 

„ , 1 — 2k s(l— 2k) 1— 2k , 

2r "^ 2r 2r 

^ 1 — 2k ^ ■^ 
Hat man hiernacl) s bestimmt, so wird man ohne Fehler diesen 

Werth in sjn r'— s P s I und cos ^^ — ^ ^ setzen dürfen und 

dann erhalten: , ; 

8 = i ' ' , ' (b) 

. |1— 2k \~/ 2rH ' 

-n|-^^^Vjir2k 
\v€nn man ja, einen genauem We^h noch zu, erhalten wünschte. 

Natürlich drückt s auch die Entfernung' desjenigen Punktes aus, 
den man von dem Thurme aus am Rande des Horizonts erblickt. 
Steht man also auf einem Punkte, dessen Höhe über der Meeres- 
fläche = H, und erblickt am Rande des Horizonts das Meer, so 
gibt (a) oder (b) die Entfernung des Standpunkts vom Meeresufer an. 

Bei der Unsicherheit in der Bestimmung von k (und r) wird üb- 
rigens weder die Formel (a) noch (b) bedeutende Oenauigkeit ge- 
währen, so dass man sich immer .mit (a) begnügen kann, 

Anmerkung^ 'Bei Beobachtungen auf dem Meere hat man die D'ep.ression 
des Keereshorizonts, d. h. den Wii^kel zu bestimmen, den der von dem äusser- 
sten sichtb|uren Bande der Meeres^ttche kommende Litifatstrahl mit der Horizontal- 
ebeQe im B'eobachtungsorte macht. Ist H die Höhe des letztern über der Meeres- 
fläche , so gibt s in der Fon«el {a) die Entfernung des ftussersten Bandes an. Ist 
Ik die Depression , so wird 90^ -\- pl ^^ scheinbare Zenithdistaiiz des äussersten 
Randes im Beobachtungsorte seyn, so dass also in der Formel (39) zugleich 

— -, C = r- n ist. Da dort ferner h' =s (Meeresfläche), 

1 — 2k r 

h = H, so hat man : 



d.h. 



also 



P 
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VI— 2k.^„ r 1— 2k^^ 

, j 2k - 

Da der Winkel /u — — - — C immer klein ist, so hat man ungefähr 

'"■ : „i,vH.\/i<i=w. . 

wodurch diei^ Depression (in Sekunden) bestimmt ist. 

2) Zwischen zwei Höhenpunkten A uild B, deren Entfernung 
S ist, und deren Höhen über der Meeresfläche H und H' seyn mögen, 
liegt eine Höhe C, in d^r Entfernung s von A, deren Erhöhung übef 
der Meeresfläche h ist. Man fragt, ob man Bnoch von.A aus se- 
hen könne^ oder ob es von C verdeckt sey; 

Wir wollen zunächst die Zenithdistanz z bestimmen, unter der 
C von A aus erscheinen mass. Nach (3&), welche Formel für uns 
bequemer ist, hat man (ungefähr):. 

[V — 2k 1 r . 1 — 2k "I 

z~^-^ — Cj=^tg[90^— z+ ^ sgj, 

woraus z zu bestimmen ist (und auch bestimmt werden kann). Da in 

det Regel der Winkel 90® — ^-j ^ — s^ klein ist, so wird man 

nahezu die Tangente dem Bogen gleichsetzen können (§. 15) d. ii. 

haben : 

90^ — z , 1— 2k "l ._ h— H .1— 2k 

sc», 



r90«-"Z , 1— 2k l ^^ 



e ' .. 2r J' s ''. . 2,r 

wodurch 90** — z gegeben wird. Bestimmt' man nun in der Entfer- 
nung S von A eine Höhe h' so, dass sie in A unter derselben Zönith- 
distanz (z) wie C erscheint, so wird C dieselbe genau decken. Aus 
(39) folgt aber : 

..-H=S.,[90.-.+l^S,]=s[?ü!^'+l^s], 

oder, \yenn man für 90** — z seinen Werth setzt : 
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IstDun H' > h', so kann man B von A aus sehen; sonst nicht. 
Sey z. B. S = 30,000 Toisen, H^ 100, H' = 200, s = 10,000, 

h=: 104-54, log (^^-=:^) =3; 12292, so wird V = 193-29, und 

also ragt B noch 6-Yl,(= H' -^ h') Toisen über C hinaus. 

3) Zwischen zwei Punkten A und B, deren Höhen über der 
Meetesfläche H und H' seyen, liegt das Meer; man wünscht zu wis- 
sen, wie weit sie von einander entfernt seyn müssen, um gerade 
noch am Rande des Horizonts von einander ^ua bemerkt zu werden. 

Die gesuchte Entfernung beider sey 8,^ so muss also B, veti A 
aus gesehen, mit dem Meereshorizont verschwimmen. Ist dieser in 

der Entfernung, s, so muss nach, Nr. 1 : s = V^ 1 ^ seyn. In 

V2rH 
— -, h = 0, h' = H', also ; 

Hieraus: 

2r V 2x • ^ %J 

.. : ^- -v+(i-^2k)8>>®- ' i-2^k . ■ 

^=^L^ + (i^:2k)IJ-^ -i-2k +^b+(ri2k)-J- 

Nnp ist ' 

2rH , 2rH - ^ . 

= S, S+TT — p— = 28, 



(1 — 2k)s ' ' (1— 2k)s 
iF ■ 2Hr 1, 2_ 2rH r , 2rH H _ 

*L'"^"(i~2k);sJ -' - r^^TYk' ^ L' "^" (1 - 2 Ic) si~ '' 

also . ' 

'\/ 2rfl' \/ 2rH \/ 2rH' 
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In dieser Formel ist nur das obere Zeichen zulässig, da S > s, 
mithin endlich 



^^^-riTiSy^'^v^'^- 



Es folgt aus den obigen Formeln sehr leicht eine Bestimmungs- 
weise von k durch die Erfahrung ftir jede Beobachtungszeit. Be- 
findet man sic]^ nämlich an einem Orte und beobachtet die Zenith- 
distajiz eines zweiten Ortes, dessen Entfernung s vom erten, und 
dessen Erhöhung h über demselben bekannt ist, so hat man nach (39) : 

' . r , 2k— 1^1 

h = s.cotgLz+ — ^ — CJ, 

woraus k gefunden werden kann. 

— 

§.42. 

r < 

1) Von einem Dreieck ABC, das vollständig gegeben ist, soll 
durch eine Linie DE, die mitAC den gegebenen 
Winkel« mache, ein Stück CDE = F abgeschnit- 
ten werden. 

Sey CD. = x, CE = y, Jo ist (§§. 22, 28) ; 



xysinC ., • / i n\ • 

-^ =z: F, X : y = sm (a -fr C) : sm a ; 

hierausfolgt: - ' ' ^_ ^, — ^ 




xsina x'sinasinC 

^ sin (a-|-C).sinC' 



y:= . : -F ^„V/ 2Fsin(«+C) 

^ sin(«4-Cy2sm(« +C)"^^-^"' V sin^sinC ' 

XV 2Fsiria 



Hiedurch sind x und y , also DE genau bestimmt. Natürlich 
darf« + C nicht > 180®, da sonst die Aufgabe unmöglich wäre. 
Fiele hiebei y > CB aus, so würde DE nicht mehr die CB schnei- 
den, sondern die AB, also etwa die Lage DE' haben; in diesem 
Falle müsste die Rechnung aiiders geführt werden. 

Man hätte jetzt, wenn AE' = z, AD = u, und ^ die Fläche des 
Dreiecks, wobei F das Stück CDE^ß : 

uzsinA y ,^ c?- nöAo i ai • usina 

= ^/— ^F,u :z =:Sm [180° — a4-AJ:sin a,z = - 



2 ' ' * ■ sin (a— A)* 

u^sinAsin« ^^_^ „^ v/ 2(^~F)siH(« — A) 
2sin(a — A) ' " V sinasinA 
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sin (a — A) . sm A' 



Man si^ht leicht, wie man zu verfahren hat, wenn mehrere Stücke 
abgeschnitten werden soflten. ^ 

Sey z. B. AC = 1200, BC = 1000, C = 52^ so ist die Fläche 
des Dreiecks 

' 1200.1000 . ^^. .^^oA^ • 
sin 52^ = 472806. 

2 _'•'.. 

Gesetzt nun, es solle dasselbe in vief Stücke abgetheilt werden, 
die sich wie 8 : 7 : 16 : 19 verhalten, uiid zwar. durch Linien, welche 
AC unter den Winkeln 60^ 40^ 55*^ schneiden. Die Inhalte der 
Stücke sind: . ' 

472806^ ^ 76648-96, 112806^7 ^ ^^^^^.^^ 
ÖO . pü 

472806 ■ 16 ^ i;i297-92/^^«^,^ ' ^^ = n9666-28. 
ÖO . ÖO 

= F, =F, 

SindXi, Xj, X3 die Entfernungen von C der Durchschnittspi|Bkte 

der drei Theillinien mit AC; Ji, 72» Ja» dessgleichen für CB, so ist 

. smt)0.5m52 smll2"smö2^ 

^=.VMSi;|p = 748-14. 
^ ^ sm40%mö2^ ' : 



. sm 92 sm Ö2 

»~ ^ sin 55«. sin 62" -»•»'»». 

^^ . ^. sin 107" sin Ö2® 

Sämmtliche Theillinien schneideji also die BC. 

2) Ist ein Viefeck in ähnlicher Weise zu theilen , so ergänze 
man dasselbe vorerst zu einem Dreiecke, indem man zwei Seiten, 
desselben verlängert, bis sie zusammenstossen. Das neu hinzukom- 
mende Dreieck kann man berechnen, und dann die Aufgabe. der 
Theilung leicht auf die vorhergehende reduziren. Eben so bei einem 
Fünfeck u. s. w. 
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V 

3) Von defn Viereck ABCD, in welchem die Seite AB = a, 

nebst den Winkeln A und B gegeben ist, soUdurch eine Linie EF, 

welche mit AC den gegebenen Winkel E macht, «in Viereck ABEF 

abgeschnitten werden, dessen Fläche =^ S s^y, 

. ^ In dem Viereck ABFE kennt man alle WinkeU da F = 360" — 

(A -f- B + E), nebst der Seite AB = a. Sey also AE = x, so wird, 

wenn x bekannt ist, EF gegeben seyn. Zun^achst wird man nun die 

Fläche des Vierecks ABFE aus a, x, und 

den Winkeln zu bestinamen haben. Die 

Fläche des Vierecks (gleich der der zwei^ 

Dreiecke ABE, BEF) ist 

ÄE.AB.sinA , BF.EF.sinF. , ^ «^^ 
2~ ^" 2 --(vgl-§-28> 

Nun lassen sich die Öeiten EF und BF 
aus den übrigen Stücken findeji. Fällt man ^ If 

nämlich von E und F auf AB zwei Senkrechte, die wir mit EG und 
FH bezeichnen wollen, so ist AG = xcos A, wo AG negativ ist, 
wenn G nicht zwischen A und B föUt; BH = BF cos B^ wo ebenso 
BH negativ ist , wenn H nicht zwischen A und B liegt. Die Linie 
EF macht mit AB einen Winkel = A + E — J80^ also ist GH = 
EF cos (A -f E — 180°) = — EF cos (A -f E), mithin da GH = AB 
— AG — BH; 

— EF cos (A -f- E).= AB — X cos A — BF cois B, 
EFcos(A-|-E) = — a+xcosA+BFcosB. 
Die Differenz der zwei Senkrechten FH, EG ist gleich der von 
F aus auf eine durch E mit AB parallel gezogene Gerade. Diese 
ist aber EF sin (A + E — 180") == — EF sin (A + E), mithin 

BFsinB — AEsinA = — EFsin(A + E), 
d. h. man hat zur Bestimmung Von EF und BF die zwei Gleichungen : 
EF cos (A 4- E) -' BF cos B = x cos A — a^ 
EF sin (A + E) + BF sinB = X sin A *. 
Hieraus folgt; * ^ 

y.p^_ (xcosA-^a)8inB-|-xsrhAcosB 
- ""sinBeos(A+E) + cosBsin(A-(-Ey 

* Es sind dies die zwei Gruudgleichangen der ehenen Polygonometrie, auf das 
Viereck angewandt. Vergl. meine ^ehene Polygonometrie** (Stuttgart, Metzler) 
$. 9, so dass diese Aufgabe eigentlich in die Polygonometrie gehört. 
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X sin A cos (A -j- E) — "(x cos A — a) sin (A -j- E) 

"" sinBcos(A + E)H-co8Bsin:(A4-E) 

d. K. 

^^^_ xsin(A--f-B)-~ asinB ^ _ a sin (A -f- E) ~- x sin E 

] sin(A + B + E) ' '"" sin(A + BH-E) ' 

folglich die Fläche des Vierecks : 

axsinA , rxsin(A+B) — aeinB][asin(A + E)— xsinE] . _ 

2 ' . . 2smr(A-hB+E). 

oder da F = 360' — (A + B + E), sin (A + B + E) = — sin F, 

sin?(A + B + E)^sin^F:^ 

axsinA , [xsinjfA + B) — asinB]tasin(Ä + E) — xsinEJ _ 

2 ^ 2sinF 

d. h. , < • 

— x^sin(A+B)sinE-fx[asinAsinF+ä6in(A+B)sin(A+E) 

+ asinBsinE] 

=:2SsinF + a'sinBsin(Ä-fE), 

— x'sin(A-f-:B)sinE + ax[sinA'sinF + sin(A+B)sin(A + E) 

+ sinBsinE]c^2SsinF + a'sinBsin(A + E). 

Nun ist ' 

sin Ä sin F + sin (A + B) sin (A -f E) + sin Bsin E = — sin A . 

sih(A + B+E) + ^in(A + B)sin(A-fE) + ßmBsinE 

== [ — sin A sin (A-f-E) cos B- — sin A cos (A-f-E) sin B -f- sin A cos B . 

sin (A -|- E) +»cos A &in B sin (A.4- E) + sin B sin EJ 

= [— sinAsinBcos(A+E) + cosAsinBsin(A-fE)4-sinBsinE] 

= [sin B jsin (Ä -hE) cos A — cos (A +E) sin A j + sin B sin E] 

= [sin B sin E -|- sin B sin E] = 2 sin B sin E, 

also endlich : * 

j_ sinB ^ ■| 2SsinF + a^sinBsin(A+E) j 

^ sin(A-fB)^ j sin(A + B)sinE (* 

Hieraus . ■ - • 

_ asinB x/ 'sL^&m^'B 2&sinF+a'sinB6in(AH-E) 

^■~sin(A-f-B)- ^ sin'(A"+B) sin(A+B)sinE 

a sin B 
IstA + B > 180^ also . > . \ ^^ <0, so kann nur das obere 

sin(A-t-B) 

Zeichen gewählt werden; wenn A + B < 180®, so würden allerdings 

zunächst beide Zeichen zulässig seyn , so dass also scheinbar zwei 

Werthe vom x zum Vorschein kämen, für' den Fall wenigstens, dass^ 



1 
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beide Werthe von x positiv ausfielen. Um jetzt, zu entscheiden, 

welcher der zwei Werthe der richtige sey, wird man sich AE und 

BF verlängert denken, bis sie sich schneiden. Man erhält alsdann, 

wenn M der Durchschnittspiinkt isti ein Dreieck AMB, dessen Fläche 

man berechnen kann. Der Winkel M ist = 180® — (A + B), 

ferner: 

AM:ÄB=sinB:sin(Ä+B), • . 

AB.sinB asinB a-rm a^sinBsinA 

^ sm(A+B) ~sin(A+B)' ^ ~~ 2sin(A+By 

Di« Linie EF schneidet davon ein Stück EMF, dessen fläche 

= ABM — S = „ . y . — r^rr: — S, nnd macht mit AM den Winkel 

2sm(A-|-B^ 

180° — E; demnach ist nach Nr. I : 

V/ J arsin AsinB ) «0(180» — E+ 180° — A—B) 
- ^ J2sin(A-f-B) |sin(180«— E).sin(180»— A— B) 

X/f sL^smAamB \ r — sin(A + B-|-E) "\ ' 

— ^ V sin (A +,B) . >'■ V sinE . sin(A +.B) J 



V 



a * sin AsinB sin F . 2SsinF 



sinHA+B).sinE sinEsin(A+By 
Mithin ist 

asinB 



x = AE = AM — ME = 



-V: 



sin(A-fB) 



a*sin AsinB sinF 2SsinB 



[ 



sinnA-|-B).6inE. sinEsin(A + By « 

Da nun 

sin^'B ' ■■ sinBgin(A + E) 
8in»(A+B) ' sin (AM- B) sin E- 
sinB p sinB.sinE . /-. j. |-,<."1 

= sin(A + Ö).sinE Lsin(A + B)~ "'" ^^ + ^^ J 
sinB r sinBsinE- sin(A-t-E)sin(A-|-B)1 

'sin(A+B)6inEL 8in(A + B) J 

• sinB 

'~»in(A+B)sinE 
sin [A -f B +E— (A+E)JsinE-8in(A+E)sin(A+B+E— E) -] 

sin(A+B) ■ J 
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sinB 



■ • 2/A I UN • 1^ N" (A + B + E) coä (A + E) sin E — 
sin'(A--|-B)sinE »- • ^ ' ^ ^ vi/ 

cos(A+B+E)sin(A+E)sinE— sin(A+E)sin(AH-B+E). 
cos E + sin (A + E) cos ( A + B + E) sin E} 

^'°^ [sin(A + B+E)cös(A + E)sinE — 



. sinXA+B).sinE 

sin(A+B+E)sin(A + E)cosE] - 

sinB. V • /A I T» LT^\ ' AT sirAsinBsinF 

[ — sm(A+B+E)sinAj = -r 



ßin'(A+B)sinE^ .».v^. , - , /« *j sin2(A+B)sinE' 
so stimmt obiger Werth von x mit dem frühem zusammen, wenn 
man das untere Zeichen gelten lässt, welches also in diesem Falle 
nur zu wählen ist^ Die Wahl des obern Zeichens würde ja x > AM 
geben, was nicht seyn kann. Man ersieht hieraus, wie man, gemäss 
Nr. 2, die Aufgabe auf die erste hätte reduziren können. 

Soll EF parallelmit AB gehen, soist'E = 180^— A,F = 180« 

— B, also: ' 

asinB , \/ äTsm^B 2SsinB 

X:= . ., . ,..♦ ± ,V 



sin(A + B)~ '^ sin^A + B) sin(A + B)sinA' 
wo das obere Zeichen gilt, wenn A-|-B > 180*^, das untere wenn 
A+B < 180". 

' Die senkrechte Entfernung der Theillinie EF von AB ist iu die- 
sem Falle =x sin A, d.h. gleich 

a^sin'Asin^B 2 S . sin A sin B 
siiH^-rx>; ;sin'(A + B) "" sin (A + B) '' 

wo die Zeichen, wie vorhin gelten. 

Für den Fall, dass A + B = 180** gelten unsere Schlussfouneln 
nicht; geht man äberj'etzt auf die anfänglichen Gleichungen zurück, 
so ist die quadratische Gleichung, da A + B = 180^ F = 360* 
-~(180"+E):=:il80"^E: ' 

a Xf [sin A sin E + sin A sin E] = 2 S sin E + a ^ sin A sin (A + E), 
2SsinE + a'sinAf^in(A + E) S 'asinCA + E) 

2asinAsinE asinA 2sinE 

Sollte noch EF parallel AB seyn, so wäre A + E = 180", also 

S 

asinA 

wie natürlich, da dann die Entfernung der Linie EF von AB gleich 

S 

—seyn muss. 
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J 

Die Dreieeksnetze. 

. . §. 43. 

Bei der Vermessung eines ganzen Landes ist es. von -grosser 
Wichtigkeit, für die Detailvernofessutigen genau bekannte Stand- 
linien zu haben, von denen aus durch Winkelmessungen die einzel- 
nen kleinern Theile aufgenommen werden können, um nun jene 
Standlinien zu erhalten, wird man mit möglichst grosser SorgMt 
an dazu geeigneter Stelle eine Linie^ (Grundlinie , Basis) ^messen, 
auf dieser ein Dreieck sich errichtet denken, .von dem sie die eine 
Seite ist, während die entgegenstehende Spitze ein bestimmter 
Punkt des zu vermessenden Landstrichs ist; an dieses Dreieck wird 
man ein anderes anlegen, so dass beide eine Seite gemeinschaftlich 
haben u. s.w. In .dieser Weise überzieht man nun den ganzen Land- 
strich mit einem Netze von Dreiecken , in denen man die 3.ämmt- 
liehen Winkel misst * ; da in dem ersten^ an die Grundlinieanlehnenden 
Dreiecke eine Seite bekannt ist, so kann man jetzt ajle Seiten jenes 
Dreiecks berechnen (§. 24) ; in dein nächstfolgenden Dreiecke kennt 
man nun abermafe eine Seite und alle Winkel, und kann dasselbe 
somit berechnen. In welcher Weise man hier fortschreiten wird, 
ist klar. Man erhält somit die sämmtlichen Seiten aller Dreiecke, 
natürlich desto sicherer ^ je. genauer die Messungen selbst wg^ren, 
und findet also die gesu^liten Standlinien , an die man sich nun bei 
der Detailvermiessung anlehnt. , ^ 

Ehe wir jedoch weiter gehen, müssen wir eine Bemerkung ein- 
schalten.' Wir haben vorausgesetzt, dass man die einzelnen Drei- 
ecke gemäss den im dritten Abschnitte aus einander gesetzten Leh- 
iren berechne, d. h. wir haben dieselben als eben vorausgesetzt. 
Diese Annähme ist jedoch , wie wii: schon in §. 38 bemerkt haben, 



* Allerdings genügt die Messmig von zwei Winkeln ; der bei der Messung auf« 
tretenden Beobachtungsfehler wegen ist es jedoch sicherer, die sämmtUchen Winkel 
zu messen, und die Summe dann auf 180^ auszugleichen , -in so feruQ das Dreieck 
als- ein ebenes angesehen werdeii kann. 
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nicht geradezu zulässig, da die Erde keine ebene Fläche ist. Wir 
werden jedoch im zweiten Theile 4iachweisen, dass wen^i die Seiten 
der Dreiecke eine t^stinimte Grösse nicht überschreiten, man be- 
rechtigt sey, die Dreieke zu behandeln wie ebene Dreiecke. Bei 
der Bildung von Dreiecksnetzen pflegt man zuerst ein Netz von 
sehr grossen Dreiecken, sogenannten Dreiecken ersten Rangs, 
über den Landstrich auszubreiten , jund misst die Winkel derselben 
mit äusserster Soirgfalt. Die Seiten dieser Dreiecke sind oft meh- 
rere Meilen lang und es kann also bei der Berechnung derselben 
von Anwendung des §. 24 keine Rede seyn; sie müssen nach den 
im zweiten Theile auseinander gesetzten Lehren behandelt werden. 
An und in diese grossen Dreiecke legt man nun ein zweites,' drit- 
tes, . . . Netz von Dreiecken, deren Seiten immer kleiner werden — 
die Dreiecke zweiten, dritten, ., .. Rangs, deren Winkel zwar immer 
sorgfältig , jedoch nicht mit. dem grossen Aufwand von (Zeit und) 
Genauigkeit »gemessen werden,, wie die der Dreiecke ersten Rangs. 
Wie gesagt werden wir im zweiten Theile die Bedingungen darlegen, 
unter denen ein solches Dreieck als ein ebenes angesehen werden 
darf. * Hier nehmen wir natürlich an, es handle sich von Dreiecks- 
netzen desjenigen Rangs, bei dem diese Bedingungen erfüllt sind. 

* Wenn auch vorgreifend, mag es doch gestattet' seyn, diese Bedingungen hier 
aufzastellen: Wif wollen annehmen , man vernachlässige Winkel, öie kleiner als 
0*01" sind; • alsdann wird man nach §. 19 der zweiten Abth, (verglichen mit §. 26) 
ein Dreieck als ein ebenes ansehen dürfen , wenn die dortige Grösse E unter O'Od'' 

' • a*V3 

ist. Nehmen wir das Dreieck gleichseitig, die Seite = a, so istF.= — - — , 

also muss 

a*V3 -4 /o-l2r* 

-|lre<o^.d.h.a<V^ 

seyn. - Nun ist, wenn man nach §. 26 der zweiten Abtheilung log r = 6 '8047934 setzt : 

log 012= 0-0791812 — 1 

logr*.= 13-6095868 

Elog|>= '4-6855748. 

ElqgV3t:= '9-7614393 

7-1357821 

3-5?78910, Zahl = 3697-3. 
Daraus folgt, dass so lange die Seiten des Dreiecks unter 3700!&feter(= 12333 
bad. Fuss) sind, man ein Dreieck ohne irgend «in Bedenken geradezu als eben an- 
sehen kann. 

Würde man Winkel unter O'T' vernachlässigen, so hätte man: 

1) i e Q ; e r , ebene' Trigonometrie. U 
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Die Seiten dieser Dreiecke , deren Endpunkte durch dauernde 
Merkmale bezeichnet werden , bilden nun die für Detailvermessun- 
gen nothwendigen und genau bekannten Standlinien, deren b^son-^ 
dere Messung einerseits zu kostspielig, anderseits bei den unver- 
meidlichen Schwierigkeiten einer Längenmessung lu ungenaue Re- 
sultate geben würde, wenn man diese . Operation minder geübten 
Händen überlassen müsste. 

' Es dienen aber diese Dreiecksnetze nicht bloss dazu, Standlinien 
für Detailvermessungen abzugeben, sondern es werden vermittelst 
derselben die einzelnen Eckpunkte festgelegt. Diese Festlegung 
geschieht dadurch, dass man die Koordinaten der Eckpunkte be- 
rechnen kann, d.,h. die Entfernungen derselben von zwei beliebig 
gewählten , auf einander senkrecht stehenden geraden Linien. Die 
Berechnung der Kpordinaten der Eckpunkte des Dr^iecknetzes ersten 
Rangs werden wir im zweiten Theile darlegen; hier nehmen wir die 
Lage dieser Eckpunkte als gegeben an. Da die Dreiecke des zwei- 
ten u. s, f. Rangs sich an die Seiten der Dreiecke ersten Rangs an- 
schliessen, so wird n^atU am besten als die zwei einander senkrecht 
durchschneidenden Geraden, aufweiche di6 Lage der Dreieckspunkte 
niederem Rangs belogen werden soll, den durch einen Eckpunkt 
ersten Rangs , der zugleich Eckpunkt des betrachteten Netzes ist, 
gelegten Meridian, so wie die auf ihm in jenem Eckpunkte senkrecht 
stehende Linie annehmen. Die Entfernungen der Eckpunkte von . 
jenem Meridiane sind dann die Ordinate n, die Entfernungen der 
Fusspunkte der 'von den Eckpunkten auf den Meridian gefüllten 
Senkrechten von dem angenommenen Eckpunkt ersten Rangs> die 
Abszissen der Eckpunkte. Die Berechnung der Koordinaten ist 
Sache der ebenen Polygonometrie. IstA der fragliche Eckpunkt 

log 1-2= 00791812 ' 

logr*= 13.6095868 

Elog^= 4-6855748 

ElogV3- 9;7614393 



61357821 

40678910, Zahl = 11692, 

so dass man jetzt sogar Dreiecke, deren Seiten kleiner als 11700 Meter (= 39000 

bad. Fqss) als eben ansehen dürfte. 



Die Dreiecksnetee. 
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ersten Rangs, NS der durch ihn gehende Meridian, 80 wird man 
nach den in meiner „ebenen Polygo- Kg.«, 

nometrie" dargestellten Lehren, in- 
dem man dieEckpunktealsEckpunkte 
eines Linienzngs(vergl.§.7der „ebe- 
nen Polygon ometrie") ansieht, die 
Koordinaten genau und nach einem 
leichten Mechanismus berechnen 
kÖnnen> indem, sämmtliche Winkel ^' 
und Seiten des Linienzugs als be- 
kannt angesehen werden dürfen. Da 
man offenbar jjen Linienzug, der 
durch das Dreiecksnetz gebildet wird, in verschiedener Weise an- 
ordnen kann, so wird man auch die Koordination der einzelnen Eck- 
punkte in verschiedener Weise erhalten können, und somit die Rech- 
nung fortwährend zu kontroliren im Stande seyn. Det Winkel, 
welchen eine beliebige Seite d^s'Netzes mit dem Meridian NS macht, 
wird nach §.6 Formel (5) der „ebenen Polygonometrie" ebenfalls 
leicht zu bestimmen seyn; man pflegt ihn das Azimuth der Seite 
zu nennen und er dient zur Orientirung der Seite auf der Erdober- 
fläche. 

Die beleannten Koordinaten der Eckpunkte dienen dann zur 
graphischen Aufbragung der Netzpunkte, behufs Bildung von Kar- 
ten, in denen eben diese Eckpunkte mit den sie verbindenden Sei- 
ten das Gerippe bilden. 

Da die Berechnung der Seiten nagh den Lehren des dritten Ab- 
schnitts geschieht , worüber wir uns hier wohl nicht weiter zu ver- 
breiten haben; da ferner die Berechnung der Koordinaten der Eck- 
. punkte ganz eigentlich Sache der Jrolygonometrie ist, die wir aus- 
führlich in dem bereits mehrfach angeführten Werke dargestellt 
haben, so können wir hier diesen Gegenstand verlassen, da die ge- 
gebenen Andeutungen und Hinweisungen vollkommen genügen wer- 
den. Ohnehin werden wir im entsprechesnden Abschnitte des zwei- 
ten Theils nochmals hierauf zurückkommen müssen. 

Anmerkung. Wir haben in §. 38 schon darauf aufinerksam gemacht, dass 
bei geodätischen Vermessungen die auf die Meeresfläche reduzirten Entfernungen 
zu wühlen sind. Dies geschieht hier dadurch, dass man die Basis sofort auf die 

11* 
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, Meeresfl&che reduzirt. Zu dem J^nde moss man die mHtIcäre Erhöhung derselben 
über der Keeresfläche kennen, welche Kenntniss man dadurch erlangt , dass man 
sowohl die Erhöhung der Endpunkte über derselben , als auch der Zwischenpunkte 
misst und aus dea Angaben den mittlefu Werth zieht. Ist nun L die Länge der 

Grundlinie, h ihre mittlere Höhe über der Meeresfläche, r der nach §. 38 berech- 

r 
n^te Halbmesser , so ist L .. —r— die auf diQ Meeresfläche reduzirte Länire der 

r-f-h , .' 

Grundlinie. Führt man diese nun in die Rechnung ein , so wird man das ganze 
Dreiecksnetz berechnen, als wie wenn es auf der Meeresfläche läge. 



Achter Abschnitt. 

Anfiösimg der ebenen Dreiecke ohne Tafeln. 

' ■ §. 44. 

Wenn auch praktisch vielleicht von geringem Werthe, dürfte es 
doch nicht uninteressaut seyn, diejenigen Formeln zui^ammen zu 
stellen , die bereits früher angegeben wurden , um die Grösse der 
Winkel eines Dreiecks aus seinen Seiten berechnen zu können, ohne 
sich dazu der 'trigonometrischen Tafeln zu bedienen. Wir trollen 
desshalb dieselben einer nähern Besprechung unterwerfen. 

Die erste Formel ist nun, wenn wir ^ie in §. 33 bereits schon 
eingeführte Bezeichnung ärc x für die Länge des zwischen den jSei- 
ten des Winkels x mit einem Halbmesser = 1 beschriebenen Bogens 

beibehalten : 

3'sinx , . 
arcx= — , (a^ 

2 + cosx , ^ 

welche Formel von dem holländischen Mathematiker Willebrod 
Snellius hertührt. 

Diese Formel macht natürlich keinen Anspruch auf absolute 
Genauigkeit; sie kann in folgender Weise gefunden werden. Nach 
§.16 ist ungefähr; 

sinx = arcx — iarc*x, cosx= 1 — ^arc^x, 

woraus 

Ssinx arcx[3-^^arc^x] ^_ 

i — o < 2 — arc X, 

-f-cosx 3 — ^arc^x , 
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natürlich ebenfalls ungefähr. Will man x in Sekunden haben , so 

ist hieraus: . ' 

3sinx 180.60.60 3sinx 



x = 



. 206264-8". (aO 



2 + cosx* n ^2-f-cos'x 

Untersucht man diese Formel, so fimdet man, dass der Fehler bei : 

X = iO® noch nicht 0^3", x == 20^ noph nicht 9", x = 30** noch 

nicht i', X = 40** noch nicht 6^ x = 46** noch nicht 7' beträgt: 

Da die Formpl (a) oder (a') den Winkel immer zu klein gibt, 

so hat der englische Mathematiker Henry Wilson die Formel 

X = _^^H1^ 206400" ^ (a") ' 

• 2 4- cos X' • 

vorgeschlagen, die anfangs die Wiftkel zu gross gibt, bei x = 45'* 
um über 4' fehlt. Sie ist jedoch sicher minder genau als die fol- 
gende, und beruht auf keinem zu beweisenden Grundsatze. 
Eine schärfere Formel hat Lambert gegeben^ nämlich: - 

_j28sinx-f-ßin2x sin x [14 4- cos x] ^ c 

^^^.^- '18+12C0SX "^ 3[3 + 2cosx] ^ ^ ^ 
Man hat nämlich ungefähr (§.16) (wenn man überall arc**x, ^.. 
vernachlässigt): ^ 

sinx = arcx — Jarc'x^-^arc^x, 
cosx=l — Jarc'x-j-^arc*x, 
sin X [14 -|-cos x] ^= [arcx — 'iarc^x 4"TT5arc*x] [15 — jisirc'x 

4-*^arc*x] = [15 — 3arc'x-f-5arc*x]arcx, 
3 [3 + 2 cos x] = 3 [5 — arc^ x +^ arc* x] = 16 — 3 . arc* k 

+ iarc*x, 
woraus ganz unmittelbar (b) folgt. Man findet aus (b), dass der 
Fehler für , 

X = 10" kleiner als O'Ol", x = 20" kleiner als OU", x = 30" 
kleiner als 2", x = 40" kleiner als 10", x := 45" kleiner 
als 20" 
ist, und zwar gibt die Formel den Winkel ebenfalls zu klein. 

Vermöge dieser Beziehungen ist es leicht, in einem rechtwink- 
lichen Dreiecke die Winkel aus den Seiten ?u Kg. 44. 

berechnen. Kennt man nämlich die -Seiten a 
und c, also auch b, und ist c >.a, so ist auch 

C> A, also A < 45"; ferner sin A =: — , cos A j 




A 



r*/ 
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n 

= r-, mithin nach (a') : 



oder nach (b) : 



A= -^4- •206264-8", 

Zb + c 



_ a[14b-f c] oQgog.Ig» 
^-3b(3b + 2c)^"*'^*'***' 



wenn A in Sekündefn gesucht ynxdy .wobei die erste Formel bis 10® 
nicht um eine Sekunde fehlt, bei 45" noch nicht 7'; die zweite bei 
45® noch nicht 2(y', bei kleinem Wertheh von A noch weit weniger.. 
Wie man, mit Zuziehung des pythagoräischen Satzes, die Fälle 3 
und 4 des §. 20 hiemach erledigen kann, ist klar. 

Wenn man die Fälle! und 2 desselben § erledigen kann, ist 
eben so klar. Kennt man die Winkel und die Seite b , so ist sin A 

= r-, also wenn wieder mit arc A der zum Halbmesser 1 gehörige 

Bogen zwischeri den Seiten des Winkels bezeichnet wird : 

' a • 

r- = arcA— ^arc'A4-TOarc*A. 

Ist A in Q'raden gegeben, so ist 

'"'''^-180' 
also a ^^^Fi t^*-^*». i ^^-^* "| 

_A^r Va^ TT^An 

"" ■"* 180 L^ « 180^ "^-™' 180* J" 
Ist dagegen a gegeben, so ist 

, a.l80 1 . 



A,n' , .n^Ar . . 7t A 



^ fi iqa2 "TTIi 



180' ' ™ 180* 
oder da, wenq man dividirt: 

1 -1 L i!l!A!-LjL 5^ 

7^^Ä^' 7T*A*r '^^180'"^^^"'180^^ 

so ist auch 
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Spezielle Beispiele wollen wir' nicht beifügen, da einerseits diese 
Formeln von #eniger praktischem Werthe sind, anderseits es offen- 
bar leicht ist , darnach zu rechnen. Man übersieht ohnehin leicht, 
wie man in noch anderer Weise' dasselbe Ziel erreichen, könnte , so 
dass wir uns hiebei nicht länger verweilen wollen. 



Ifennter AbschnUt 

üeber den Binfluss fehlerhafter Daten auf die dnruh Sechnimg 

hier^iiB erhaltenen Grössen, r 

§.45. ' 

Soll aus gewissen gegebenen Grössen (Daten) .ein« noch un|ie- 
kannte Grösse durch Rechnung gefunden werden, so müssen jene 
ersten zunächst durch wirkliche Messungen gesucht worden seyn. 
Bei allen Messungen , wie überhaupt bei allen/Beobächtungen wer- 
den wir aber niemals vollkommen sicher seyn, den durchaus richtir 
gen Werth für die zu bestimmende Grösse erhalten zu haben. Ab- 
gesehen von gewissen Fehlem, die in der Einrichtung, der Instru- 
mente u. s. w. ihren Grund haben, und die wir bis auf einen gewis- 
sen Gtad zu bestimmen, also auch zu verbessern im Stande sind, 
werden den Beobachtungen unvermeidliche Fehler anhaften, die in 
zufälligen Ursachen ihren Grund haben, als in nicht zu berechnen- 
den Temperaturverhältnissßn , mehr oder minder Aufmerksam- 
keit u. s. w. Diese Ursachen, über deren Daseyn oder Nichtdaseyn 
im speziellen Falle nur schwer entschieden werden kann , bringen 
nun die sogenannten unvermeidlichen Beobachtungsfehler 
hervor , auf die wir somit in allen aus der Erfahrung genommenen 
Angaben zählen müssen. £s versteht sich ganz von selbst, dass 
wir nur. solche Angaben aus der Erfahrung benützen werden , die 
durch Beobachtungen erhalten wurden, welche unter den vorhande- 
nen Verhältnissen möglichst genag sind, so. dass wir — wenigstens 
in so ferne wir hier von Beobachturigsfehlern sprechen — von vorne 
herein annehmen dürfen, es seyen die Fehler, welche den aus der 
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Erfahrung genommeDen Angaben anhaften, möglichst kleüi. Uebri- 
gens werden, theoretiseL gesprochen^ diese Fehler ebfen sawohl po- 
sitiv als negativ seyn können , d. h. die darch Beobachtung gefan- 
dene Grösse kann eben sowohl grösser als kleiner seyn, ais der 
wahre Werth derselben. Bei Winkelmessnngen ist diess ganz von 
selbst klar. Bei Längenmessungen dagegen wird ein positiver Fehler 
überwiegend vorkommen, da viele, unvermeidlicheTümstände zusam- 
menwirken, die gemessene Länge zu gross erscheinen zu lassen, 
wie etwa das Abweichen von der geraden Linie, das nicht gehörige 
Ansehen von Messketten u. dgl. Doch muss man theoretisch posi- 
tive Fehler eben so gut zulassen, als negative. 

Wie schon gesagt, werden die Fehler, welche d^n Angaben, die 
aus der Beobachtung entlehnt sind, anhaften, im Allgemeinen nur 
klein seyn im Yerhältniss zu den gemessenen Grössen. Daraus 
folgt , dass man die Produkte solcher kleinen Grössen , so wie die 
höjiem Potenzen derselben gegen die einfachen Fehler, d. h. die 
ersten Potenzen derselben, wird vernachlässigen können. 

In Bezug auf Winkef wird man also, gemäss §. 15, den Sinns 
eines Fehlers gleich dem zum Halbmesser 1 gehörigen, diesem Feh- 
ler entsprechenden Bogen, den Cosinus des Fehlers = 1 setzen müssen. 

Sind nun die Angaben, aus denen die unbekannten Stü^e zu 
berechnen waren , nicht fehlerfrei , so werden die durch Rechnung 
erhaltenen Grössen es noch weniger seyn, und man wird sich die 
Aufgabe zu stellen haben: Wie kann man aus. den als bekannt an- 
gesehenen Gränzen der Fehler der Daten auf die Gränzen der Feh- 
ler der Resultate schliessen? Fassen wir diese Aufgabe etwas an- 
ders, so wird sie auch so heissen : Wenn m'an weiss, innerhalb wei- 
eher Ausdehnung die Fehler in den aus der Erfahrung entlehnten 
Angaben sich bewegen können, wie ist man im Stande, die Ausdeh- 
nung zu bestimmen, innerhalb der die Fehler der aus jenen Angaben 
gezogenen Resultate sich bewegen? 

Soll diese Aufgabe gelöst werden, so wird-man vor Allem nach 
der gegenseitigen Abhängigkeit der Fehler der Resultate und der 
Fehler der Daten zu forschen hat)en. Diese ist begreiflich aus dem 
Wege zu schliessen, den man bei, Auffindung jener Resultate einge- 
schlagen, d. h. sie ist aus den Formeln zu entnehmen, die man an- 
gewandt hat, um zu den Resultaten zu gelangen. 
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Wenden wir das im Allgemeinen Angedeutete hnnmehr auf das 
Dreieck an, so werden in demselben, wenn a/b, c die Seiten, A, B, 
C die WinEel bezeichnen, im Allgemeinen drei Stücke, worunter 
mindestens eine Seite, als bekannt , die andern drei als unbekannt 
anzusehen seyn. Be;zeich^en wir nun im Allgemeinen mit ^a, Jhy 
2/c, JA, JB, JC die den Seiten und Winkeln anhaftenden Fehler, 
so werden ^iese sechs Grössen durch drei Beziehungen mit einander 
verbunden seyn, die uns gestatten, aus dreien derselben die drei an- 
dern zu bestimmen. Diese drei Beziehungen werden wir* am Be- 
quemsten aus denjenigen Formeln entlehnen , welche zwischen den 
Seiten und Winkeln eines ebenen Dreiecks bestehen. Diese Formeln, 
drei an der Zahl, können di^ Formeln (29) und (31) des §. 22, 
nebst der Formel A-}-B-|-C = 180" seyn, oder auch kann man 
statt der Formel (3 1 ) die Formel bcosA-(-acosB = c subst ituiren, 
die man aus (31) in folgender Weise erhält ix 

bcosA = =— -, acosB = ' — —^ , 

22 C Z C 

woraus ^ , ^ , ^ 2c^ 

b cos A + a cos B = --- c= c. 

2c 

Wir haben also: 

c = acosB + bcosA,asinB = bsinA,A-t-B + C = 180^ ^) 

aujs welchen drei Formeln die sämmtlichen Formeln des §. 22 folgen. * 



* Man hat zunächst 

. ' a sin B 

. smA 
also 

_ , asinBcosA /^cos B sin A + sin B cos A'\ asin(A-f-B) 

c = a coB B 4 : = a'l •^— ^ 1 = ^ — r — • 

sm A • V. , sin A -/ sin A 

^ ^ a sin (180<^ — C) a sin C 

sinA sinA * 

also die zweite Formel (29). Eben so 

b sin A 

a = , 

sinB ■ 

h sin A cos B , , • , /"sin A cos B -4^ cos A sin B"^ b sin C 



c = 



, , ' , /^sin A cos B + cos A sm B^ 

+ b cos A = b I .' I = 

V sin-B J 



sinB ~ V. sin^ J sinB * 

welches die dritte Formel in (29) ist. 

- Uebrigens könnte man statt der drei Gleichungen (a) als allgemeine Grund- 
gleichungen auch die folg^enden drei aufsteUen : 

c = a cos B 4" b cos A, b — a cos C -j- c cos A, a = c cos B -|- b cos C, /a') 



170 - Neunter Abschnitt. 

Die hier aufgeflihrtet] Grössen sind natürlich .nur ^it ihren ab- 
solut wahren Werthen zu nehmen. 

Bezeichnen nun aber a, b, c, A, B, C die gemes-senen, 
oder durchRechnung gefundenen We.rlhe, so\|ferdena+-<^a, 
b+^b, c + Jc, A + z/A, B + ^B, C + ^C>die wahrep Werthe 
seyn, und man wird haben : 



aoK denen sich die (a) ableiten lassen. Bestimmt man bämlich aus den zwei letz- 
ten (aO die Werthe von a und b» und setzt sie in die erste, so erhält man : 

sin* C ^ cos* A + cos' B + 2 cos A cos^B cös C, 
d. h. 1 = cos* A -|- cos* B + cos* C -f" 2 cos A-cos B cos C. 

Nun ist (§.14): ' . . , 

2cosi(A-f-B + C)cosi(— A + B-f-C)=cos^ + C)-f-cosA, 
2cosi(A — B + C)cos^(A + B--C)=^cos(B — C)+cosA, 
woraus durch Multiplikation : 

4cos^(A+B + C)cosi(— A + B + C)cos^ (A — B + C) cös ^ (A + B — C) 
= cos (B + C) cos (B — C) + cos A f cos (B + C) "t cos (B — C)] + co6* A = cos' B 

— 8in*C + 2cosAcoBBcosC-(-cos*A = 

— 1 -|- cos* A + cos* B + cos* C -[" 2 cos A cos B cos C,. 
d. fa. also 

cos*A + cos*BHr,cos*C4-2cosAcfofiBcosC = lH-4'cosi(A + B + C> 
cosi(~A + B + C)cos^(A — B + C)cos^(A + B — C); 
setzt man dies in die oben gefundene Gleichung, so hat man : 
co8 4(A + B-hC)cosi(— A + BH-C)cosi(A — B4-C)co8^(A + B — C) = a 
Einer der vier hier vorkommenden cos muss also = seyn, d. h. der entspre- 
chende Winkel = 90** (da nämlich A, B, C positiv und jeder <[ 180®, so kann^ 
(A-|-B-|-C) nur zwischen und 270**, niit Ausschluss der GränzVerthe, und jede 
der andern Grössen nur zwischen — 90® und 180®, ebenfalls mit Ausschluss dieser 
Gränz werthe liegen). Man hat also. 

A+B + C = 180«, oder — A + B + C = 180®, oder A — B + C = 180®, 
' oderA + B — C = X80®. 
Die letzten drei Gleichungen sind^aber unzulässig, da wenn einer wahr wäre, 
die andern zweies auch seyn müssten, hidem jede nur sägen würde, dass zwei Win- 
kelminus dem dritten 180^ betragen würden. Dann aber hätte man A = B = C = 180®, 
was unzulässig ist. Mithin hat man bloss A -4~ B -(~ Cl = 180®, d^ h. die dritte 
Gleichung (a). 

Femer folgt aus (a') : 

b-^acosC 

' c = — , 

cos A 

und wenn man diesen Werth in die erste (a') einsetzt : 

b — a cos C = a cos A cos B + h cos* A, d. h. b sin* A = a cos A cos B -|- a cos C, 
oder 

b sin* A = a cos A cos B — a cos (A -f- B) = a sin A sin B, b sin A c= a sin B, 
oder die zweite Gleichung (a). 
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c + ^c==(a+'2/a)co8(B+dGB) + (b-f-^)co8(A-f -^A), 
(a+^a)sin(B + 2/B)==(b+^)siii(A + ./A), 
A7fB-fC4-^/A4-^ffi+^C = 180^ 
Nun ist, nach dem Obigen: 
cos (B -p 2/B) = cos B — sin B . arc ^/B, 
cos(A+-</A) = cosA — sinA.arc//A,. 
sin (B 4" ^) = sin B -|- cos B . arc JB, 
sin ( A -|- JA) =^ sin A -|^ cos A arc JA, 
daher, wenn man //a . arc^Bu. s. w. sofort vernachlässigt: 

c + '^c= acosB -{-Ja . cosB — a.sinB.arc z/B + bcosA 
-^f- 2/b cos A — b sin A arc ^A, 

a sinB + ^asinB+acosB arc/!/B = b sinA-j-^ sinA 
-|-bcosA.arc^A, 

A + B + C + ^A+^ + ^C=180^ 
Nun wurden aber die Rechnungen mit den Formeln (a) oder den 
daraus gebildeten geführt; die Werthe a, b, c, A, B, G gentigen also 
jenen Formeln (d* h. man hat die gesuchten Grössen so bestimmt, 
dass sie nebst den gegebenen Grössen den Gleichungen (a) genü- 
gen) ; daraus folgt ofiPenbar, dass man aus den sa eben angegebenen 
drei Formeln, wenn man die Formeln (a) durch Subtraction mit 
ihnen verbindet, zur Bestimmung der gegenseitigen Abhängigkeit 
der Grössen Jsk, Jh, Je, JA, JB, JC haben werde: 

^c=^a.cosB — asinBarc^B+4/bcosA — bsinAarc//A, i 
^asinB + acosBarc^B==^sinA-|-bcosAarc^A, !/ (40) 

JA-i-JB+JC^O. ] 

Diese drei Gleichungen , von denen die letzte auch arc JA 
-f- arc ^B-|- arc ^C = Oheissen könnte, regeln die Beziehungen der 
sechs Grössen ^a, . ^. .^ JC gegen einander vollständig und jede an- 
dere Beziehung, die etwa noch bestehen könnte, muss hieraus abge- 
leitet werden können, Uetet also nichts Neues dar. 

§.46. 
Es dürfte zunäbhst nicht ohne Interesse seyn, die letzte Behaup- 
tung des §.45 in einigen Fällen näher zii betrachten, da, wenn man 
auch theoretisch von der Richtigkeit derselben überzeugt ist , eine 
praktische Bestätigung derselben nicht von der Hand gewiesen wer- 
den soll. Zunächst ist klar, das^ man eben so die folgenden Glei- 
chungen erhalten könnte: 



1 
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2/b = //acosC — asinQarc^C + ^ccosA — c sin Aare JA, 
Jb, = //c cosB — c sinB arc^ + -^^ps C — b sin C are^C, 
^c sin B -|t c cos B arc dR = ^/b sin C + b cos C arc v/C, 
Jb, sin C 4" a cos C arc JC = //c sin A -f- c cös A arc JA. 
Diese Gleichungen lassen sich aber aus (40) sehr leicht ableiten. 
Man zieht nätnlich aus den zwei ersten: 

Jh cos A — Jc — Ja. cos B -|- a sin B are JB -[- bsin A arc JA, 
Jh sin A = ^a sin B -f- a cos B arc JB — b cos Aare /^A. 
Multiplizirt man hier die erste mit cos A, die zweite mit sin A 
und- addirt, so erhält man : 

^ = ^ccosA — //acos(A4-B)+^siii(A+B)arc-i/B. 
Aber es ist sin (A + B) = sin C, cos (A -|-B) = — cos C, JB 
= — JA — JC/a,ho: 

Jb==Jc. cosA-\-J2bCOs G T- a sin C arc JA — a sin C arc//C, 
und da asin G == csin A, so erhält man hieraus die erste der obigen 
Gleichungen. Ganz ähnlich findet man die übrigen. 

Mail könnte ferner vermuthen, wenn man die Gleichungen (31) 
des §.22 zu Grunde gelegt hätte, wären vielleicht andere Resultate 
erschienen. Man hätte dann : 

(b + ^)' = (a + ./a)^+(c+^c)^— 2(a+^a)(a+^c)(cosB 

— sinBarcz/B), 
d.h. 

b* + 2b^ = a'+2a^a+fi'+.2c^c — 2[ac + c^a + a^c] 

[cos B — sin B arc JB^, 
b'4-2b^ = a^ + 2a^a + c*+2c^c — 2accosB — 2c^acosB 

— 2a^ccosB4~2acsinBarc.^,. 
mithin wegen (31): 

hJh = a^a -f- cJc — cJa. cosB — slJc cos B -f- ac sinBarc JB, 
Aber aus: 
Je = //a cos B T- asin B arc -^B -f-^b cos A — bsin Aare JA, 
Jh = Jsi cos G — a siifC arc JC + Je cos A — c sin A arc JA^ 
J3k = JccosB — c sin B arc ^B + zrt) cos G — bsin Gare //C, 
folgt ' ' • 

aJsk-{-oJc = a^e cosB-j-c-^/acosB — aesinB arcz/B — ac sinB arc^B 
" -f- nJb cos G + <^^ cos A — ab sin G arc JC — bc sin A arc JA, 
i\JsL -f- e^c — c-^a cos B — a^c cos B + ^ ^ s^^^ B ^^^ ^ ^= 

— aesinBarc^B + a^/bcosG + c^bcos A — absinG arc^C, 

— b csin Aare //A, 
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I 

hJh = b^acos C— ab sin C arc JC-j-hJc cos A — b c sin Aare ^/A. 
Nun ist aber nach (40): 

Jh =^ Jacos C 4^//c cos A — asin C arc^C — c sin Aare ^A 
= v/a cos C-\-Jc cos A — a sin C arc JC — a sin C arc JA 
= JaL cos C -f- ^c cos A — a sin C [arc JC -|- arc JA] 
= Ja,co& C -^'Jc cos A-f^ a sinC arc^, 
also 

Jh — asinCarc^ = -^acosC + -^ccosA, 
bJb — ab sin C arc JB = hJa, cos C + b^c cos A, 
oder da 

b = a Cos C + c cos A : 
(u cos C -f* c cos A) Jb — ab sin C arc JB = b^a cos C + b^c cos A, 
d.h. 

a//b cd$ C + c-^h cos A — ab sin C arc JB =: b^a cos C + b^ccos A. 
Hieraui^ folgt, da b sin C = c sin B : 

— acsinBarc//B4-2u/bcosC-l-C//b cosA — absinC arc-^C 

— b c sin Aare JA = bJacos C -^ ab sin C arc^C --|-bJc cos A 

— bcsinAarc JA, ' 
d.h. 

b Jb = a Ja + c Je — ^ c Ja cos B — aJc cos B + a c sin B arc JB, 
was man zu beweisen hatte. ... 

Wir werden also nur die Formeln (40), in Verbindung mit den 
Gleichungen (a) des §. 45 oder den Gleichungen des §. 22 u.. s. w. 
anwenden. Zunächst wollen wir nun die einzelnen Fälle näher 
untersuchen. > 

Anmerkung. Wir haben in §. 4'5 gesagt, dass wir ^ie Produkte und hohem 
Potenzen yon ^a, . . . yemacblässigen dürfen. In Bezug auf die Grössen arc ^A, 
arc Jb, arc JC ist diess wohl geradezu klar; anders möchte es jedoch in Bezug auf 
Ja, Jb, Je erscheinen , da diese letztem Grössen in der Regel ^ 1, also ihre 
Quadrate noch grösser als sie selbst sind. Trotz dem ist unsere Angabe richtig. 
Wie sich ohnehin im Folgenden herausstellen wird , erscheinen immer nur die Quo- 
tienten — , -T-» — » die kleine Brüche sind, und deren Produkte und Quadrate 
a b c 

mithin sicherlich yemachlftssigt werden können. Wir woUen diess an dem so eben 
benützten Beispiele zeigen* Wir gingen dabei tou der Grundgleichung 

b* = a* + c* — 2accosB 
ans. Setzt man b -{- Jb für b, u. s. w. so hat man wie so eben 

(b + Jb)* = (a + /la)« + (c + Jc)»-2(a + /la)(c + Jc)cos(B + ziB) . 
d.h. 
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[cos B — sin B are /IB]. 
Ist nun etwa b die grösste 4er drei Selten a, b, c, so diyidira man beiderseitig 
mit b' und erhält: 

[cos B — sin B arc JB]t 

a c /^^"\* i^^^'\* f^c'\* 

und da nun --,---- kleiner als 1 sind, so ist wohl klar, dassmani --- I ,1 — I ,1 — I , 

4a, Ae . • "" ' 

— . — wird weglassen dürfen, da diese Werthe ganz unbedeutend sind. , 

a c 

. §. 47. • ■ , 

1 ) In einem Dreieck sind gegeben c, A, B ; berechnet a, b, C (§ . 24) . 

Für diesen Fall hat. man aus (40) die drei Grössen ^a, ^b, JG 

durch //c, //A, J^ zu suchen. 

Nun zieht man aber aus diesen Gleichungen: 

. ^0 = -zffi — //A; 

dann ' 

^a cos B -f--^ cos A = -^c -j- a sin B arc -^ 4" 1^ sin A arc ^A, 

Jdk sin B — ^ sifl A = — a cos B arc J^ -\- b jcoai A arc ^A, 

woraus folgt: 

sinA _, cos(A4-B) , barc^A 

j2i = Jc. . X ■— ^ — aarc^/B. . ). Tf( -f 



fein(A + B) 8in(A-|-B) ' sin(A+By 

sinB , arc/:/B , .. cos(A + B)' 

Jb-=Jc. . .. . x>\ ~r^ ' /A I r>\ — barc^A. . . . ^. , 
sm ( A + B) sm ( A -(- B) sm ( A -f- B) 

d.h. daA+B = 18()«— C, . - 

^ sinA , cosC ^ i barc^A 

-!/a = ^c.-r-7::4-a-T-7qarc//BH . ^ , 

sm C " sin C - sin C 

' . sinB , aärc^B , , arc^AcosC 

sinC smC ' smC 

Da aber sin A a sin B h 

sm C c sm C c 

seist: . slJc . acosCarc//B , barc^/A 

c smC . smC 

b-^c , aarc//B , bcosC .. ) (b) 

^/b = - ^-ttH — r-7rarc^A, ' 

c smC smC 



^C=:— ^A— ^B. 



i 
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M^,n kann diesen Formeln , wie leicht ersichtlicb» auch folgende 
bequemere Form geben : 

— = - — |r cotg C arc //B -| r-7rarc//A,i 

a c asmC 

-T- = hr— r-T;arc-</B + cotgCarc^A,( ^ 

b c ' bsmC i 6^ ^\ 

, JC = ''JA — JB 

Will man die möglich' grössten Werthe von JC, -^, -^hieraus 

^ ^ ' Je 
erhalten, -wenn die möglich grössten Werthe von JA^ JR, — - 

» c 

gegeben sind, so "svjri man alle einzelnen Glieder der zweiten 
Seiten' bloss positiv za nehmen haben, da man ja i'm Allgemeinen 
JA, JB, Je sowohl positiv als negativ nehmen kann, also da,s Vor- 
zeichen dieser Grössen ixnmer so wählen darf, dass jedes Glied po- 
sitiv ausfallt. Offenbar erhält man dadurch d,ie grössten Werthe von 

— , — , JC, die übrigens, wie bereits mehrfach gesagt, sowohl po- 
a L) 

sitiv als negativ seyn können. ' ' /. ' 

Aus den Formeln (b') lässt sich jedpch noch einiges Weitere 

schliessen. Gesetzt A und B seyen' so beschaffen, dass ihre Summe 

nahe aji 180® oder nahe an sey, so ist C nahe an oder 180^ 

Jsl J\i 
also sin C sehr kkin; daraus folgt klar, dass — ^ r— sehr bedeu- 

a . b 

* 

tend ausfallen werden, wenn auch JB, JA klein sind; eine solche 
Annahme ist also möglichst zu vermeiden. 

Ist A+B = 90®, Äo erreicht sin C seinen grössten Werth, und 

cotg C ist = 0; also wird, bei unverändertem — , sowohl — als -r- 

c a b 

in diesem Falle möglichst klein ausfallen , so dass also dieser Fall 

zu den günstigen gehört. 

Für dieses Fall (C = 90®) ist: 

Jdi. Je , h j. Jh Je , dL ^ 

— =;= [- — arC//A, t-= — + Tarc^. 

a c a b c ^' b 

In der Begel werden die Werthe von JA, JB (ohne. Rücksicht 

auf ihr Vorzeichen) beiläufig einander gleich seyn; ist nun b > a, 

so ist — > 1, r-< 1 und — fällt grösser aus als -r-; das Umgekehrte 
a D a ( 
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hat Statt, wennb < a. Am besten wird es mithin seyn, wenn a =:.b 

(also auch A = B), in welchem Falle dann — , — (nahe) einander 

a b 

gleich seyn werden. . - 

Das günstigste Dreieck fiir diesen Fall ist mithin das^ in welchem 

A = B==^45^ 

2) In einem Dreieke sind gegeben c, A, C; daraus berechnet 
a,b,B(§.24). 

Aus den Formeln (40) ergibt sich, wie oben: 

Ja, Je - - , b — acosC .. 

^- = c tg C arc JQ H r-?z — ar c JA , 

a c . asmU 

Jb Je . hcosC — a .. a ^^ 

-r = . arc^A — |— 7-7^arc^C, - 

b c bsmC bsmC 

d. h. da b — a cos C = c cos A, b cos C — a = — c cos B, ä sin C 

= csinA, bsinC = csinB: , ' 

JB=:^—JA — JC, 

— = cotgCarc^C + cotgAarc-^A, 1 .,,,v 

--z= -cotgBarö^A^ — . . -. arc^^C, 

b c bsmC . 

woraus ganz dieselben Folgerungen gezogen werden, wie in Nr. I. 

-3) In ein^m Dreiecke sind a, b, C gegeben, und daraus c, A, B 
berechnet (§. 25). 

Aus (40) luit mah : ^ 

2/c + a sin B arc -^ -|- ^ si" ^ ^''^ -^^ F= -^^ ^^^'ä B "H '^''^ *^^® ^ 
acosBarc.^ — beosAarc-^A=: — /iasinB-j--^/bsinA, 

arc^x4L-f-arc-^ = — arc^C, 
woraus, indem man JB und JA aus den zwei letzten Gleichungen 
bestimmt: 

(acosB + bcosA)arc-^ = ^siiiA — JsL&inB — bcosAarc^C, 
(aicosB+bcosA)arc^A = — -^sinA+.^asinB — acosBarc-^C, 
d. h. wegen der Gleichungen (a): 

carc^ = ^ sin A — ^asinB — b cos Aare -^C, 
carc^A — — -^sinA + ^asinB-^acosBarc-^G; 

dann ist 

^c=i=-^acosB+^bcosA— asinBarc^ — bsinAarc-^A, 
d. h. 
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x*Jc = cJsL cosB-f^c/Zb cos A — a sin AötöB^+asin'B-^a-l-ab 
sin B cos A arc ^C + ^ sin' A^ — b sin A sinBi/a+ ab sin A 
cosBarc;^C=?,(<5 cosB — b smA sin B-f'a^iri*B)-^a+X^ cosA 
-r- asin A sinB -jr- b sin' A) ^ + ab sin (A-4^B) arc Jd 

oderda;bjginA=:=asinB, A-|-B==180«-^C-: \ 

C/Zc := c cos B/j/a -^ c cos Ä^^-f- a b sin C arc -^C. 

*" . . ' * 

Also hat man jetzt: - 

._, ^sihA JaLsix^ b - . .^ ' 

arc//B = : — s:^ '—^ .r-cosAarc^C, 

c c c 

.-. . i#b sin A .//asin B a ^ - 

arc^A= — -^ xosBarc/fC, > , 

. c * ' c c 

ab 
jfc = i^ac6sB-4--^eosAH sinCare^^C, 

xvelche Gleichungen auch ip folgender Foi^m geschrieben werden 

können (da asin C = c sin A) ; 

^ Jb b^iüA Jaif asinB -b . . ^^ 

:arczfB=^-7^. -* . =- — coBAarc^C, - 

• .b .c a c c . ' 

, ",. ^bsinA '^aasinB a ' .^^ 

arc^A = 7 ^- — '+-'■' cosB arcxf C, 

b c'acc 

Je Ja, acosB , ^ bcosA , b^inA - .^ 

— -j^ — , — : i-T"--^^-^ r arc^C, 

c a K c ' b c c 

' * ' » 1. H . ' • 

oder endlich, da a sin B = b sin A : , • . . 

\t> bßinA/^^b J2i\ bcosA ' 

c • V b a >' • c 

^ .. bsinA/'^/a ^b\ acösB .^ { \ \ 
arc^A= 1 -^— --- I — arc z/C, ) (c) 

JQ //aacosB , ^bcosA , bsinA" .^ 

= ^- f -r ■■ \r- ^XCJC 

. c ' a • a b c ,c 

' Jb Ja, ' ' 

Dürfte man geradezu -r- == — «et'zen, d. h. dürfte man aüneh- 

b.- a • 

men, dieSdteh a, b seyen beide am dieselben proportionalen Theile 

zu gross öder z^ Mein *, so hätte man, da auch acos B + b cos B = c : 



* . - • - ida '^b 

In der Regel werden die absoloten Berthe von """•> ^ freilich als gleich an- 
1 au. 

gesehen werden diirfen; allein inan wird nicht geradezu-wisAen , ob. beide positiv, 

t>der beide neiratiy sind* 

Dienger, ebene Tiigonometrie. . 12 ' 
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arc ütB = arc // C, arc dA = arc ^C , 

— = ärc-^C. (cO • 

c a c - ^ . 

Aus d^ Formeln (c) folgt, dass je grösser c gegen u oder b ist, 

desto kleiner ^A, i/B, — ausfällen, so dass man also den Winkel 

c . 

C so gross als möglich, d.L. so nahe an ]8Ö^ als möglich wählen 
soll. Ist daneben b ;= a, so werden, wie leicht ersichtlich, die Feh- 
ler ^A, J^ einander gleich^ Was nian als TDrtheilhaft anzusehen be- 
rechtigt ist. Im letztem Falle ist auch A = B, b cos A =.a cosB 

= 4c, also da bl5ihA=:asinA und man --=: 4- — , also-r 

' b' • a b a 

= oder -*- 2 — : setzen kann : 

a ' ' . . 

— ^arc^C, (— färc^, 

arcü^B=< ^a . . ^a , .-^ar6-</Ä=i{ , ^a . .^ä , ^^ 

-2— smÄ iarc^C, 1+2-sinA' iarc^/C 

c a * ( . c a • 

1A2k , asinA ^^ 
a c 
asinA ^^ • - ^ 
arc//C 

4) In einem Dreiecke sind gegeben a, b, c; daraus berechnet 
A, ^B, C <§. 26). 

Die Formeln (40) geben, zunächst: - 

.. ^c.cosB , -i/bcos(A+B) , J^. 

arc^A—-— , , Va i rrx H — 1 . /A 1 T>\^ 



bsin(A + B) ; bsin(A + B) ' bsin(A-4-By 

j ^ 4/ccosA . Jb . . ^acos(A-4-B) 

arc^B -^ asin(A + B)"^asin(A+B)*"^ asin(A+B) ' 

d.h. __ ^a ^cosC 2/ccosB 

b^inC bsinC ^ bsinC * 
.«^ ' -^acosC . . Jb ^CoosA 

asmU asmC aßinC 
woraus dann 

arc ^C = -^ aro -^A — arc-<^B=^äl ' . ^ ) 

^ . V absuiC /. 

^ • V abanC J^ V absinC J 
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folgt. Es ist leicht ersichtlich, dass maa diesen Crleich^ogen auch 

*' «• • > * '' ' 

folgende Form geben kann: 

arc-^A=-7-7^1 -r -cosC-r- I — cotgB — , 

smCLh a b J , c 

^ 1 rb^ ^J^ri . . ^c ( ,.. 

arc-/B = -r-Kl — rr — c^sC — l-— coCgA — , ) (d) 
' sinCLa b a J ^ e i- 

arc-^C= "T-^l r cosA-r- 1— fcotgB — ; 

smAUb c b J . . a 

Würde man Wl*ede^ — :t=: -- -;= — setzen können, so hätte man, 

- a b c 

da auch , , 

,r _ ^ a — bcosC ceosB • ^ 

a — bcosC = CQosB, — , . >, — =r— r-7T = cotgBu.s.w. 

b sm C b sin C 

^A=o, 2ffl=o, ic=o,; . 

d.h. die Winkel würden fehl^los erhalten, wie. natürlich, da unter 
diesen Voraussetzungen das falsche und' wahre" Dreieck ähnlich 
wären. . . ^ 

Sehen wir hievon ab,, so zeigen die Gleichungen (d), dass (im- 
merhin unter der Voraussetzung, dass wenigstens nahezu die abso* 

Inten Werthe von — , — , — ^eich s^yen) die Fehler ^A, JBj JC 

^ a . D c 

möglichst einander gleich ausfallen werden , wenn die drei Winkel 

A, B, G einander gleich sind, also das Dreieck ein gleichseitiges ist. 

Letzteres ist also für diesen Fall. am vortheilhafbesten. 

5) In einem Dreiecke sind a, b^ A gegeben und daraus c, B, G be- 
rechnet (§. 27). 

Die Fonneln (40) geben: 

. ^_ • Jä^ ^ : //bsinA , b cosA •;. 

arc^ = tgB-i J — =rH =rafc-^A, 

^ a' a cosB ' a cosB 

^ i/a , -^co8<A+B) bsin(A4-B) ,^ 

Jc = — --{ ^--' — < ^^— -! — ^arc^A^ 

cosB cosB -> jcosB . . * 

.^ ' Js^^ „ .^sjinA ' acosB4-bcosA .. 

arc^C=;~tgB-^ — -=: ^ ^-^^ aro-d^A, 

a . a cosB acosB ^ . ' 

welche Formeln leicht aqf folgende Form gebracht werden 

können: . , \ 

12» 
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arc AV^ = — — tgB + -r- ^gB + tgBcotg A arci/A, 

a • D . ' - 

arc-^C — — tgB— -T-tgB— ;;ai'<;^A, ) (e) 

a b acos3 * ^ ^ 

Je Ja, a Jb bcosC . ^ 

— = — . ^ — iT' ^ — tgBarc^A. 

c a ccosB D ccosB - 

Aus diesen Formeln folgt, dass jeiäehr B gegen <X oder 180 • 

geht, der überall vorkonunende Nenner cos B zunimmt, also die 

Je V 

GrösseÄ JB, JCy — abnehmen; jedenfellsist diess der Fall mit-</B, 

VI ■" ' «. 

\' • 

JC, die also klein werden, wenn B nahe: an oder 180* ißt, vorausge- 

setzt, dass nicht A nahe an ist. Was -^ anbelangt, so wird, wenn 

- • ^ ■ c *» 

B nähe an ist^ diese Grösse ebenfalls klein seyn; wenn B aber 

" b cos C' 

nahe an 180^ so isl b sehr gross im VerhäUnids zu c und =: 

? . ccosB 

Je , 
kann sehr gross seyn, so dass also jetzt -r- nicht gerade klein aus- 

■* " ■ . • 

följt. Man wird also in diesem Falle die vortheilhafteste Gestalt 

des Dreiecks erhaKen^ wenn B nahe an ausfallt, also b sehr klein 

ist im Yerhältniss zu den zwei andern Seiten. Wegen. d^3 Bruchs 
*'•" %* '• •» ^ »■ * 

n Je ä c * c " 

-— in — • sollte — klein; wegen :^An JO aber — kleiii, also 

ccosB c c ^ acosB a 

a 

— gross seyn; man wird also, wenn beiden beachtet werden soll, mdg- 

c ' ' • . . - 

■ ■ h ' ' ' 

liebst a == c wählen, d. h. bei kleinem — , A nahe an 90i® nehmen. 

a 

Ist eine oder die andere der gegebenen Grössen als durchaus 
richtig anzusehen, sp Vird man in (40). den ihr zukommenden Feh- 
ler == zu setzen haben. Diess tritt etwa ein, wenn man Zum Vor- 
aus weiss, dass das betreflPehde Dreieck rechtwinklich sey, wo dann 
der Fehler des rechte^ Winkels Null, ist; es wird aber auch dann 
anzunehmen vvseyp, wenn eine als Seite eines grösseren Dreiecks- 
netzes (§. 43) bereits scharf berechnete Seite zugleich eine der Sei- 
ten des hier betrachteten Dreiecks istv Dessgleichen verhält es 
sich mi£ Winkeln, die einer grössern Vermessung entnommen werden. 

Die bereits zu Nr. 1 gemachte Bemerkung wegen der aus den 



/ 

\ 



Einfiuss der Beobaebtaagfife1i)er auf die Resultate. 181 

apffeestellten Formeln folgenden äussersten Werthe der Fehler der 
gesuchten Grössen gilt natüdicli fiir alle Fojrmeln. Die nämUchea 
Formeln können übrigens auch, zit. einem andern Zwecjke benützt 
werden. Wünscht man nämlich die (kleine) Aenderuag zu kennen/ 
welche die berechneten Grössen etleideh , "wenn die Daten um We- 
niges geändert werden, so geben di« Formeln (b) bis (e) diese Aen- 
derungen geradezu, wobei begreiflich die vorkommenden Grössen 
mit den ihnen in den F>9rmeln beigelegten Zeichen zu nehmen sind. 

Ehe wir ?u Beispielen übergehen, wollen wir aus dem Vorstehen- 
den einen Schluss auf die vortheilbafteste Gestalt der Dreiecke in 
geodätischen Netzen (§.43) machen, d.h. auf diejenige Gestalt, bei 
der die Beobachtungsfehler den möglich genngst^a£influss auf die 
zu berechn^den Seiten und. Winkel haben.. Da man dabei nach 
Nr.l zu verfahren hat, so würde das gleichschenklich rechtwinkliche 
Dreieck, dessen Hypothenuse diie gemessene Seite wäre, diesen Be- 
dingungen entsprechen. Geht maix aber von der Basis des Netzes 
zu den. Dreiecken -ärsten Raögs über., s6 werden nothwendig* die 
neuen Seiten grösser als. die ^gemessene ; da dies nun nicht vorth§iU 
haft ist , so wird man mithin die neu hinzutretenden Seiten nicht 
allzu viel: grösser wäihlen als die Basis, odeif die. bereits bekannte 
SeitCi zugleich die Dreiecki^leichschenklich*, hier also fast gleich- 
seitig m'achen. Daher rührt die geodätische Vorschrift von der 
Basis aus durch allmählig grösser werdende Dreiecke , die zugleich 
immer nahe gleichseitig «ind (oder . :wem£ste&s gleichschenklich), 
fortzuschreiten. ^ 

Geht man aber von den Dreiecken ersten Rangs zu deneh eines 
niederem Rangs über, so wird man sich an die Vorschrift der Nr. 1 
halten, d* h. die Dreiecke inöglichst rechtwinklich gleichschenklich 
machen können. * 

Wir haben im Vorstehenden aus. den allgemeinen Formeln ge- 
wiss^ Folgerungen inBöZug auf die yortheilhafteste Gestalt derDrei- 
ecke in den " verschiedenen Fällen gezogen. Es versteht sich von 
selbst,' dass diese Folgerungen auch nur im Allgemeinen gellten und 
im speziellen Falle Oftmals etwas verschiedene JErgebnisse erhalten^ 
werden können. Es hängt diess begreiflicher Weise von den V^r- 
hältnissen der bei Längen-* und Winkelmessungen begangenen Feh- 
1er ab, und jeder Beobachter wird im Stande seyn, zu entscheiden, 



182 Ncimtte ANchnitt. 

über welche Gränze hinaas diese Fehler bei seinen Beobachtungeo 
sicherlich nicht gehen können. — Wir vollen nns^uf diese speziell 
lein Untersuchangen, die nach Anleitung des Vorstehenden äusserst 
leicht zu fuhren wären , nicht weiter einlassen , sondern nur noch 
einige Zahlenbei$piele zufügen, um die Anwendung der obigen For- 
meln' daran zu erläutern. 

1) Sey c = 379-5, A = 64^ 9' 16", B = 75« 18' 28'', also C 

= 40^32' 16", b = 564-8, a = 525-486 (§. 24), sey femer — nicht 

. • "^ c 

1 . ^ • 

über ■, //A, JB nicht über 1"," d. h. die Längenmessung feh- 

le höchstens um . der Länge, die Winkel böchi^tens um 1". 

Für diesen Fall sind nun die Formeln (b') anzuwenden und z.u setzen 

— = a-0001, ^A = ^ß = 1". 

c ... .■ . , 

logcotgC:^ 10-06793 logb = 2'76189 

logarc 1" = 4'68657— 10, * logarcl" =4-68557-^10 

4-76360— 10, Eloga= 7-27943 . 

ElQgsin = 0-18712 



cotg C aic VB = 000000567, , 4-90401 —10. 

cotg C arc^i = 0-00000667, f ^^^^^ ^ 0-00000802. 

asmC 
log a = 2-72056 
. logarc 1" = 4-68557—10 
, E log b = 7-24810 • 

Elog sin = 0-18712 ' 

4-84135—10 

* arc ^B = 0-00000694. 



bsinc 
Also äusserster Werth von 

— : 0-0001 + 000000567 + OOOOÖ0802 = 00001 1369, 

Jb ^ 

~ : 0-0001 +0^00000694 + 0-00000567 = 0-000112ßl, 

^0:1'^+!" = 2", 



* log »rc i" = log sin 1"; überhaupt log arc n" == log m n", wennn <[ 1740 
<S.16). 
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" 1 

80 dass a,b um etwas mehr al& tttttttt, C um 2" gefehlt seyn 

10,000 

können. ., 

I 

Würde man c um , ■ ^ ' _ , A und B um V* ändern (und zwar 

10,000 ^ 

grösser machen), so würden sich a, b, um 0*00011369, 0*00011261 
ihrer Länge, C um — 2'' ändern. 

2) a = 5648, b = 3795, C = 64^9' 16", also c =^'&254*86, 
A = 75!^ IS' 28-P', B = 40« 32' 15*9" (§. 26); femer höchste 

Werthe von — und rr = O'OOl , von JC = 6". Die Rechnung 

ab * ^ 

wird hier nach den Formeln (c) geführt werden, in denen — = T" 
=^0*001, :^C =5". ist. 



\ 



logb=3-57921 logb = 3-5792I 

log smA=r 9-98556 logc0sl. = 9*40420 

Eloge = 6-27944 , E log &= 6-27944 

log — = 0*00000—3 log*rc 5" i= 5*38464—1 

b > .V. . . 



0*84421—4 ' 0*64739—6 

^:?i5A^ ^-0.000699 ^^SÜ^arc^fc=^ 000000444 
c b c 

^^^ = 0.000699 

Ca - 

• log; a = 3*75189 

, log COS B = 9*88080 
^E log — 6*27944 
log arc 5'< == 6-38464— 1 



0*29667—6 
acosB ^ . V , ' - 

: — ^arc^C — 00000198 

c ■ , . 

log »=3-75189 . ' log b = 3-67921 

log cos B = 9-88080 logcosA = 9'40420 

Eloge =6-27944 Eloge = 6-27944 

log — = 0-00000— 3 log^ = 0-00000—3 

a ~ b ' 



0-91213—4 0-26286—4 

*-^^^ = 0-Ö008I7 .^!i2^^.= 0-006l83 

c a c b 



Iogb = 3-57921 
iogainA^^ 9-98560 - ' • 

Eloge = 6-27944' 
log arc 5" = 5-38454— 10 
0-22875—6, 

!iiül^arc^C = 0-0()00169 ^ 
Hilclwtf- Wertlie von - 

«n- .ni — 0-000699 + 0-00Ö699 + 0-000004 = 0001402, 

Jll = 4'49", 
M^- ./A — 0-000699 + 0-000699 + 0-000020 = 0001418, 
^A^=4'49", • - 

'- --= 0-000817-^0-000183 + 0-000017 =0-001017, 
die gesuchten Wmkel nm 4'49", .die gesuchte Länge um 
T- falsch seyn kann. Würde man freilich nach (c') recb- 
-ürde B nur um nicht I", A nicht nm 6" falsch seyn. Das 
gewählte Beispiel gehört zu den'uhgünstigen Fällen, da die 
1 den Winkeln sehr bedeutend sind; sie rühren vorzugs- 
1 den Fehlem in a und b her. 

= 94693-1, b=86322-9,c=82425-8,alsoA=71"3'34-7", 
26'0-6", C = 56' 30' 24-6" (§. 26); zugleich sey a hsch- 
8, b um 7, c um 7'5 gefehlt. Also hat man in (d)-; 
= 8, ^,= 7, .^c = 7-5 zu.setzeii; 
log//a = 0^90309 log^ = 0-845I0 

Elogb=:S-09516 log cotg = 9-83703 

;sinC= ^0-08397 E log b = 5-09516 . 

0-08222—4 . - 0-77729—5 

-^ = 0-0001 ÜI MgCJb, 



-=0-0000699 



log^c = 0-87506 

log cotg B = 9-87027 

Eloge = 5-083^3 

0-82926—5 



EiMuss der BeobachtmigsfeUer auf die Retultate. \S5 

log Jh = 0-8451 log //a = p'90309 

Eloga = 5-02412 ' log cotgC = 9-83703 

Elogsin = 0-08397 E log a= ^ 5-02412 

0-95319—5 -. 0-76424—5 . 

^ -0-O00Ö898 £5^5^^^ 0-0000581 



asmc . a 

... log Je ^ 0-87506 

logcotgA = 9-53&52 

■ Eloge = 5-08393 



^ 0-49451 .--5 > 

log ^0 = 0-87506 . log^ = 0'8461d 

E log b=: 5-09516 • . log cotgA=: 9-53552 

Elog$inA = 0-02417 Elogb =*5-096r6 



0-99439—5 0-47578—5 

^^ =0-0000987 . ^^^f^'^^ = 0-0000299 



bsin-A b ^ 

log^a = 0-90309 
log cotgB' = 9-87027 / /. 
. Elog-a ^:^ 5-02412 .^ 

0-79748—5. 

cotgB^a ^ ^^x^/.«H. 
— 2_.— = 0-0000627 
a 

Höchste Werthe von - 

arc^A = 0-000121+0-000060+0-0()0067=000024E,^Ä=51<', 
arc^ß = 0.000090-fO-OOÖ058-+-0-000031 =0-000179,^= 37", 
arc^C = 0-qOO099^+0:0OÖO30-i-0-0b0062=0-00O191,^C =40". 

4) ^ = 756396, b = 623094, C = 51°7', woraus A = 76^0^56", 

B = 52'52'4", = 608379. Sey fernery/a = 0, -t" = 000001, 

^C :^ 1 0", wpibei dieRechnrrng wieder nach denFormeln (c)zu fuhren ist. 

logb = 5-79456 ' \ log b = 5-79455' 

• log sin A = 9*98694 ' logcös A = 9-38320 

^^ Eloge = 4-21582 *- ' Elog€ = 4-21582 

1 ^ nnn/^r^/v ^" log arc 10" = 5-6855^ 
log -— = 0-00000— 5. ^ 



b • ' . : q07914— 5 

0-99731—6 b cos A ■ ^^^ AnnAmon 

u •_ A ^h arc JG = 0-0000120 

^£HL^^^ 0-0000099 - c ■ 
c b 
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log a = 5-87989 

log cos B = 9-78079 

Eloge = 4-21582 

log arc 10" = 5-68557 



> 



. 0-Ö6207— 6 

^^■^^^^ arc^C = 0;0000365 

c ' 

logb = 5*79455 * lagb = 5-79455 

logcosA = 9-38320 log sin A = 9-98694. 

Eloge = 4-21582 Eloge =4-21582 

, ^ r. ^^^^^ .. log arc 10" = 5-68557 
log- = 0-00000--5 0-68288-5 

0-39357—6 bsinA ^\^ nnAAn>iQo 
bcosA^ ^ ,,,,,, are^C = 0:0000482; 

■; r = 0*0000024 ^ 

c b . 

Höchste Werthe von: 
arG^ß = 0-00000994-0-0000120 = 0-0000219,^ = 4-5", 
arc JA = 0-0000099 + 0-0000365 = 0*0000464, JA ^9'&\ 

• — = 0;0001M)2,4 -f 0-0000482 = 0-0000506, — = 



^ . -.—.- , w. . ....^.^, ^ 20,000' 

so dass aliso B etwa um 4-5", A um 9'6", c um den 20,000 Theil 
seiner Länge gefehlt seyn kann. 

§.48. : 

In ganz ähnlicher W^ise , wie wir im Vorstehenden die Fehler- 
gränzen für Resultate erhalten haben, die vermittelst der Rechnung 
aus nicht ganz fehlerfreien Angaben erhalten wurden , wird man in 
zusammengesetztem Fällen zu verfahren haben.* la denjenigen Fäl- 
len , in welchen mittelst Öreieckeo da« Resultat gefunden wurde, 
wird, es ohnehin, gemäss §. 47, leicht seyn, die äus&erste Fehler* 
gräuze desselben zu erhalten. Doch kann man die Rechnung auch 
ganz direkt aufiiehmen, ohne sich auf die Resultate des §. 47 zu be- 
rufen, was in den meisten Fällpn leichter zuna Endergebniss fahrt, 
wie wir man an 'eipigen der im sechsten Abschnitt behandelten Auf- 
gaben zeigenf wollen. 

1) Nr.3in§.36.Seyen^a,^b>z/Ä,i//9,^7dieFehkrina,b,a,/?,y; 
-j/jc, //y die in den gesuchten Winkeln , endlich ^CD der in CD, so 
hat man zunächst .die Gleichungen: 
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X -f- y = y, a sin «sin (/? -j-y) = bsin /9sin (a + x), (ä) 

Fif . 48. 

welche natürlich noch richtig sind y Wenn man ^ 

x+^Xjy-j-'^y, a4"-^*>* • . .förx,y,.a, . . .set^t, 
sodass . 

x-f--^x-f-yH-ai/y=:y7J--^y,(a+-^a)(sin« /' 

+eosaarc^a)[sin(/^-f-y)+cos(/^-|-y) ^<^) 

(arc Jß + .arc Jy}] = (b + ^b) (sin ß 

4" cos /?arc -^/?) [sin (a + x) -j- cos (p^-f* ^) 
(arc -d/a -|- ärc //x)] . 

Multipli2irtinan,;vemachlässigt die Produkte der kleinen Grös- 

sen Ja, axc. J(», . . ,',, und beachtet obige Gleichungen (a), so erhält 

man hieraus: 

Jx-\'Jy = JY, JsLsm a sin (ß -^y) -^ a cos a ^rc Ja sin (ß-\-y) 

H-asin acos(/?4'y)(arc^/?-|-arc^y) = ^sin/?sin(a + x) 

+ b cos ß arc Jß sin (a -|- x) -f* b sin ß cos («f + x) (arc Ja 

-f-.arc-^x), ^ . 

woraus -^x und Jy zu bestimmön sind. Da die erste dieser Glei- 

chungen auch heisst : ' 

arc -^x -:f- arc ^y = arc ^y, 

so geben dieselben ; . 

[a sin a cos (/?+y)-|-b sin/?cos(a-f-at)J arc^x=:^asin«8in(/?-(-y) 

-f- arc Ja [a cos a sin (ß-jr j) — b sin ß^ös (a -{- x)] + arc Jß 

[asina.cos(/?+y) — b cos /? sin (a 4^ x)]-«-/ybsin/(? sin («-{*?) 
+ a sin « cos (/? -j- y) arc ^/y, 

[asin a cos (/? + y) + b sin /^€os(a-)-x)J arc Jy= '— Ja, sin« 

sin (/? + y ) -j- J^ sin ß sin (or-f- x) -f- arc Ja [b sin /^ cos (a -f- x) 

-*- a cos a sin (/^+ y)J *4- arc Jß [b oos /? sin (a + x) — 

a sin a cos {ß -{7 y)H- b ^in ß cos (a -f- x) aLrcJyJ 

Nun folgt aber aqs (a) ; . ' 

asin «cos ^/?-f- y) -|- b sin/? cos (a -j- x) = asin a cos (/?+ x) 

, afiinasin(/?4"y)cosfa + x) 
sin(a-|-x) 
[cos (ß + y) sin (a 4- ^) + sin (/? + y ) cos (a-^x)] 



= a sm a 



^ ** - sin(a + x) 
SLsmasm(a'^ß-^t--\'y) ^_ B,sina&\n(a-{'ß-i-Y) 



sin(a4-x) 



sin C« + x) 



]g8 . ■ " • Neunter -Abscbnitt. 

a sin« cos (/? -f- y) — ^ b cos ß sia (a + x).= a sin a cos (/J -|- y) 

a sin a sin (ß-^-y) cos/9 a sin a [<!Os(/?-(-y)sin/? — sin(/?+y)cos/?] 
«in/? ^ sin/? 

= — asinas.iny 
sin/? 
acosasin(/9-j-y) — bsin/?cos,(a-f-x) = acosasin(j9+y). 

a sin « sin (/? -\- y) cos (a + x) ä sin (/S -f- y) sin x . 

sin(a+x) - ' sin(a-|~x) ^ 

also hat man nach einigen sehr leichten UmformuDgen : '*' \ 

. Ja, sin (ß-\-y) sin (a+^)^ //b sin («-f-x) sin (ß-^-y) 

"^ a * sinCa-f-Z^+y) ^' si^(« + /^Tf"y) 



sinasin(a7}-/?-J-y) sin/?sin(a-|-/?+/) 

sin (a + x) cos (/9 + y) 



-|- arc //y . 



sin(a+'/?+y) 



^a sin(«-f^'x)sifl(/S-j-y.) .: ^sin(tt-f-^)sin(/y-f'y) 

arc-^y— ^ gj^ (^ _|_ ^ _j_ y^ + 5 sin(a4-/^ + y) 

. . sinxsin(Ä + y) , .. sinysin(a+x) 



(b) 



sin«sin(a + /?4~y) sin/?sin(a--j^/?-f-y) 

, . co$(a+x)sin(^H-y) 

. '^ ßm(a + /?+y) 
Die Linie CD = z wird aus der Gleichung 

z sin (a + ?) =.a sm tt 
bestimmt» aus der wi^ so eben folgt: ' ^ 

Jz sin (a + x) +2 cos (a-{-x) (arc ^a ^ arc //x) = 2/a sin- a -f- 

acescearcz/a: 
Setzt man hier d«n Werth.von'arc-^X jäus (b), so ergiebt sich: 

j —^V asiq« . 3 5 cotg (g 4" x) sin (/g 4" y) sin (g -f" ^) "1 
a Lsin(a4~x) .siD(«+i^ + y) J 

, ^cotg(a-|-x). sin (a-j-x) sin (/?--(- y) ^ 

+ Y . ',.sinCa + /?4-/) -^ ., 

. r — acosa. , , / / X , zcotg(«+x)sinxsin(/?+v)T 

— arc^al . ■ +zcotg(«+x)H ■ / 1 ^ 1 ^ I 

Lsin(a4-x) '. • sinasin(« + /?-f-y) J 

4-arc^i? ^o^g(a+x)sinysin(a + x) 



arc -^y 



sin /9 sin (a -f~ /^ ■+"/) 
z cotg (g -f" x) sin {a -{- x) cos (/? -f- Y ) 






1S9 



^at man-. hieraus 

sin 



«n(«+i)-SJ^.«o 






^^ -_ ^a s ;i I"" f^'^«" deichten Jrn,7^^^^^+^^-' 



arc^^;_§in^cos(£, -^^ . .b sin( 



■ 



pbracht wird. Die p„ , ''» C^+^^+S"^^ (c) 

-^K n-d >• ^ ^'ten W" ''+^+)' nahe an 180« oder 
Formeln r^,""^!' ^^«« thanhcr_ T" "+/»+/ nahe an 270« 



3600 ^„ !;:', ^*+/?+y) ki€i„ T ^"^ ^'^*°' <Jass man siel 

'■««eriin 1^^ ?^ ^"^ «nd volifel^, ^' -"^^^ °»he an 90«. 

''''^^^«'^>b, Cseyet^ fehlerlos, so 



(Die 
was 






\ 



■"«"«i-c^« 4_ b « J^-f '?*• fi»era«s folgt i» obiger Weise : 



-f- 



sinncasxarc 



asinnrcosyatc^y 



'^^ = a cos m «in y arc Jra 



\ _ 
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aos welchen Gldcbmgen arc^x, xccJj^ oder J%, Jy za bestimmen 
sind. (Denkt man sich beide Gleichongen mit ' — ' — molti- 

„ _ . 180.60.60 ^ . , . ^ . 

pnzirt, so ist arc ifn= .Jun. s.w., so dass man m bei- 

den Grleichongen aneh Jm^ Jn^ J^y Jj för arc Jm, setzen konnte ; 

doch wird es wegen des Nachfolgendes bequemer seyn, obige Form 

beiznbehalten). Man zieht daraas: 

(b sinn cosx-j-^sinm cos y)arc^==(acosmsiny — asinmcosy) 

arc^m — (b cosn sinx-f~ ^sinmcos y) arc^, 

(b sinn cos x-{-a sin mcosy)arCi^= — (b sinn cosx-f-s^cosm sin y) 

arc.4te-(-(bco6nsinx — bsinncosx}arc^, 

d. h. 

asinm8in(x+y) ^ ^^^ _x^_ ^ asinmsin(y+n) _ ^ 

: arc^=a8miy — ^miarc^iDi : aic^n, 

smx ^n 

asinmsin(x+y) ^_ ^_ sinysin(m^x) ^ 

■ arc^y = — a — ^ : — : arc^vm 

smx smx 

4-b"sin(x — n)arc^, 

d- fa. . sinxsin(y — in) ^_ sinxsin(y4-n) 

. are.A=^: r— 7 — \ — rarc^fm : 7-7= — \ — r 

smmsm(x-|-y) smnsm(x-|-y} 

.«.^^ gmysin(m+x) _ ^ , smysin(x — n) . 

arc^ = : 7—7 — i — rarc^fm-J — : 1—7 — -. — r^arcJo. 

' smmsm(x-f-y) smnsm(x-t-y) 

Sey nunmehr 

CD = n,AD = v, DB = w, 
so hat man: 
nsinm = bsinx, ▼sinm = b8in(m-f-x), wsinn = asin(n-f-y). 
Hieraus folgt unmittelbar: 
^ sin m -f- u cos m arc ^m = b cos X arc ^x, ^sin m *|-y cos m arc .^^ 
= b cos (m+x)(arc2Än4-arc-Ä), ^/w sin n-}-w cosn arc Jn 
= acos(n+y)(arc-^+arc^), 
alsip wenn man die Werthe von -arc ^x, srcJj benützt: 

^ . rbcosxsinxsin(y — m)- T .. • 

^usmm=| : . ^ 7 ^ — - — ucosm larc.^^ 

I- smmsm(x-f-y) J 

b sin X cos X sin (y -f- n) 



sinn sin (x+y) 

* » ^ ^ 1. • • 

oder da - — = -r—, b8mx=usmm: 

smm smx 



arc^. 
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^u ' rco8XÄin(y — m) ^ "I 

smm — = I . . , — r — - — cosm larc^fm 



tj L 8m(x-f-y) 

sin m cos x sin (y + n) 
sinn sin (x-[-y) 



arc ^n. 



J\k .C08y8in(x+ni) . cosxsinfy+ia) 

--= . . V , — (arcz/m : . .; — ^arc^n. 

u smmsin(x,4-y) sinnßin(x-f-y) 

//vsinm = arc//m| bcos(in-|-x) — vcösm ^^ 

, bco8(m-f-x)sinxsin(y — ^m)"! bcos(ni+x)sinxsin(y-4"a) : 

fi r-^ — r-7 — j-^c I ; — ♦ . / — i — X arc.<fn, 

.sinmsin(x~l-y) J smnsin(x + y) 

vsinm 



oder da b= 



sin(m + x) 

Js \ . rsinmcos(m + x) 

— smm = arc-^/nir^ , / \ — t-~^ 

V . L sin(m-f-x) 

, co8(ih.+ x)sinx8in(y — m)T 

— cosm + — . / ^ ^ ^ f \ \ I 

sin(m4-x)sin(x4-v) J 



sin (m 4~ x) sin (x + y) 
sin m cos (m -|- x) sin x sin (y + n) 

_, ^ ■ r— 7-= j -r; aiC JVi 

sin n sm (m + x) sm x -|- y) 

^v — ,^^ v,„ r cos<m + x)^in (y— m) — sin (x+ y) 1 . ^ 

— = arc Jva \ : r-7 — \ — r— ;^ — ;: — T'— t — ' — I sm X 

V L - sinmsin(m4-x)8in(x + y) J 

^ cos(m-f-x)sinxsin(y.-|-n) 

— arc JvL , —. T—p — j — ^ . , — j — ■• . 

sin n sin (m -f- x) sm Cx + y) 

. . *; 'acos(n + y)sinysiqCmH-x) 

^wainn=^ — arc^m. .' - . / . \ — ■ — ' 

sm m sm (x -f- y) 

I > r / I \ I acos(n-4-y)sinysin(x — n)"l 

+ arc^nl acos(n-|-y)-^wco8uH \. ' '^^. "V \ — l 

■- . sm n sm (X -(- y/ J 

wsinn . 
oder da a = -t-t — r — c : 

sin(n-f-y) 

. Jw . > sinnsin(m-4-x)cos(n+y)siny 

-^8mB = — arc-iftn.^ — r- — \ / ■ / x . ' / ■ , < 
. w sin m sm (x 4- y) sm (n -|- y) . 

L sinfn+y) - 8in(h-|-y)6in(x + y) J' 

Jw ■ sin(ni-4-x>sinyco8(n-|^y) 

= — ÄTC^m.-;: p-7 i >. . y r^— r -^ 

w dmmsin(n-|-y)sin(x-}-y) 

I arc Jn pQ^ (n + y) sin (x — ii) — sin (x + y) "1 ^ 
L sinnsin(n+y)ßin(x-j-y) -J* 

Aus den Ausdrücken för Jx, As. — , — , — (wozu die drei 

•^ V D w • 
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ersten genügen) scbliesst man nnn, dass man m qnd n nicht gar zu 
klein nehmen darf für den Fall der ersten oder zweiten Figur,. und 
nicht zu nahe an 180® ffir den der dritten, da sonst sin m, sin n zu 
klein ausfallen; sodann darf nicht x^-y för die erste Figur nahe an 
180® seyn, da sonst sin (x-j-y) nahe an W^re; vwäre aber x+y 
= 18Ö®, so läge D in dem üjnfarig des um AßO beschriebenen 
Kreises, dem man also nicht zu ixahe kommen darf. Für die zweite 
Figur darf. nicht x-j-^y nahe an 0, d.h. nicht m + ° ^^-M ^^ C seyn, 
da. hier übrigens x und y. immer ziemlich klein seyn werde»; wenn 
C es ist, so wird man nur dann diesen Fall vortheilhaft anwenden, 
wepn C bedeutend stumpf ist, und allerdings am besten,^ wenn C — 
(m +Ji) = 90®, da dann sin (x -|- y) = 1, also seinen grösstenWerth 
erlangt. Im dritten Falle wird immer m -+- n > 180®, also x -f- y 
nicht nahe an 180® seyn, es müsste de&n C sehr klefn, und D 
nahe an AB seyn, was man vermeiden wird.*' Die so eben ange- 
gebenen Regeln sind, wie das behandelte Problem selbst, für die^ 
Praxis sehr wichtig. ^ - ' 

3) Nr. 12 i^, §. 37: Ist CD = x, so hat man 

xcos7sin(a — ß) = a,ß>masmß, . Fig,47. 

woraus folgt : ** 
Jx cos y sin (a — /^) — x sin y sin (a — ß) arc Jy 

-}- X cos y co's (a -r- ß) (arc Ja. — arc Jß) . . 
= -^a sin a sin ^ -f- a cos a ßin ß arc Ja + / / 

. a sin a cos /? arc Jß, / / 

also 

Jx cos y sin (a -^ ß) ='Ja, sin a sin ß-j^asc, Ja j 
[acos.asin/9 — xcosycos(a — /?)] 

* Aehnliche Regeln, wie die so eben aufgestellte, hat man aus der Betrachtung 
des sogenannten Fehlerdreiecks abgeleitet. Die von uns gegebene Ableitung ist 
jedoch allgemeiner und leichter ^u Überschauen. ' 

. ** Es- ist nicht schwer, allgemekie Regeln aufzustellen , nach denen diese Bil- 
duhgsweise Tollzogen wird. . Hat man pttmlich das Produkt x coe y sin^a — ß\ so 
ist 2Ü setzen für x : x -|- /ix, für cos y : cos y — sin y arc Jy, för sin (a — ß) : sin (a — ß) 
+ cos (a — ß) (arc /da — arc Jß) ; thut man diess und verpachlÄssigt die Produkte 
der Fehler, so erhält man 

X cos y sin (a — /^ + Ji gos y sin (a*-— ß) — x sin y sin (« — ß) arc /iy +xcosy 

cos (a — /f)*(arc z/o — arc/i/9), ^ ' 

und die auf x cos y sin (a— /?) folgende Grösse ist die A en'd e run g von x cos y sin (a — ß) 
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+ arc Jß [a sin a cos /J-f"^ cos y cos (a — ß)] + x sin y sin (a — ß) arc ^/ 

• , A\^^ I ^j r^cosysiD(/x — i9)cosa 

= xcosy6in(a — ß) (-arc/yal '— ^ ^^ 

ä 1— 



sina 



— xcosyco8(a-^/9) 1 

, ^^rxcosysin<a — Ä)cos/? 
+ arc Jß I — 



%\Viß 

4" X sin y sin (a — ß) arc z/y, 

^ +arc^^.-T 



-f-xcosycos{a — ß) i 



Jyi J2i 

— = arc^a. . . , «. 

X a sin er sin (a — ß) 



sina 



9,mß&m{a — ß) 

+ arc^ytgy. 

Es soll also « — ß nicht zu klein seyn, was darauf zurückkommt, 

a nicht zu klein zu wählen ; da arc Jy wohl grösser als arc //«, arc Jß 

seyh wird , y aber klein , also ig y ebenfalls klein ist, so wird selbst 

ein beträchtlicher Fehler in y keinen allzugrossen Einfluss ausüben. 



sm « ^ , sin ß 



ß 



Da immer a > /?, also -r—x > 1, -r— ^ < 1, sq wird man namentlich 

smß sma 

den Winkel /9 mit grosser Genauigkeit zu messen haben; das Häupt- 
gewicht jedoch wird im Allgemeinen auf die genaue Messung von a 
zu legen seyn. 

4) Nr. 13 in §. 37. Ist wieder AB = x, so hat man 
X sin (y + d) cos ß cos ß* =^aL cos a sin ^ ^«- *•• 

sin(ß-ß'), 
woraus folgt: 

Jx sin (y -\- d) cos ß cos ß' + 
X cosXy + ä) cos ß cos ß' (arc -^y -f- 
arc Ji) — X sin-(y -|- S) sin /? cos /J' ^ 
arc ^/? — X sin (y ■^- <l) cos ß sin /i' 
arc -^/J' = .' 

Ja, cos a sin J sin (/?' — ß') — a sin a 
sin S sin (ß -r- ß') arc ^a -rf- a cos a 
sin^cos (/? — ß*) (sxcJß — arc^/9')+acosaco8isin(/y — ß^)a,TcJS, 
^xsin (y-j- ^) cos/9cos/9' = //a . cos a sin d sin (/? — ß*) — ärc Ja . 




wfthrend Ai, — sin y s^c ^dy, cos (« — ß\ (arc Aa — arc jdß) die Aenderungen Ton x, 
cos y , sin (a — ß) sind. Diess beachtet, erhält man für die Bildung der Aenderung 
eines Produkts folgende Regel : 

Man multiplizire die Aenderung jedes einzelnen Faktors mit dem Produkte aller 
übrigen Faktoren, und die so erhaltenen Grössen snmmire man sodann. 

Dienf er, ebene TTigonometrie. 13 
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a sin « sin d sin (ß — ß') -j- arc Jß [x sin (y-f-<J) sin ß cos ß^-^sk cos a 

sin*cos(/9 — /»')] 
-}- arc Jß* [x sin (y + ^) ^^s /9 sin /?' — a cos a sin d cos (/9 — /?')] 

— arc//y.xeos(y-|"^)cö'*^i^^öSi^' 
-|- arc ^rf [a cos a cos d sin (/? — ß*) — xco&(Y-\-d)co8ßcos ß\] , 

woraus, da xsin(y4~^)cos/9cos/?' 

. "^ cos a sin ,<J sin (ß-^ß') 
ist, leicht folgt: 

Jx J& . ^ ' .^ cos/S' 

— = arc Ja . tg a -f" ^^'^ Jß .' 



X a -61 '^ ' cos j^ sin (/? — /5') 

—s^rcJß' — • . l^ -~arc^ycotg(y+(^)4-arc^J. . ? / . 

'^ cos/y'sin(/ff — /y') o # • / i sinösin(y+d) 

Also soll, wenn /9 und /?' nicht äusserst scharf gemessen sind, 

/? — ß* nicht zu kleiji werden, da sonst der Nenner sin (ß — /J')nahe 

an kömmt; da a, also a,ufih ig a klein ist, so wird ein Fehler in 

a keinen gar grossen Einfluss ausüben; die Summe y + ^ soll nicht 

nah6 an 180** gehen, da sonst cotg(y-|"^) und . . j sehr gross 

würden. Alles kömmt also d^arauf zurück , die Standiinie CD nicht 

gar zu weit von AB und auch nicht gar zu klein zu machen, da^^onst 

y-f-^nahe an 180" und ß — /?' nahe an käme. 

. Für /?' = a hat man : 

Jx Ja. ^ . i 2i3LrcJß j ^ / i •x i arc^/Jsiny 

— = arc Ja.tgaH — r-^-^— arc^ycotg(y+J)+- . . . / i V 5 

ist auch zugleich noch a = : 

Jx Jdk , 2sLToJß A . . / . ^\ I arc^dsiny 

X a sm2/y smösm(y-|-o) 

5) Als weiteres Beispiel wollen wir das in §. 40 zuerst berech- 
nete wählen. Man hat dort, wenn man statt der abgekürzten For- 
mel (37') die genauere (37) beachtet: 

. . scosl zH — G I 

asmd p__£ L 2 -I 

'•~ita(FM) r^'"""" .sin[? + (k-l)C] 

ssin[/g--kC + ^C] ^ 180.60.60 

"^ cos[/? — kC-f C]'^"" n 

d. h. 

s.sin(y+a)=asin*,C=-(»,xcos(/?— kC+C)=:s.sin(/y— kC+iC). 

r 
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Hieraus folgt: 
-^8. sin (y + ^) -}- a cos (y-j-S) (arc^y -|^ arc JS) = Jb, sin 8 

.a/s * 8 

+ a COS tf arc -^J, arc -^C = -^, arc C == — , 

r r 

^xcos(/9 — kC + C) — xsiD(/9 — kC + C)(arc2//9-karc^C 

— arc C-^ 4" ^-rc ^C) 

=^ssin(/?— kC+iC)+8cos(/?— kC+iC)(arc^//?— karc^C 

wovon die letzte Gleichung auch heisst: 

^xco8(/?— kC+C)==arc^i9[xsin(/9 — kC + C)+8C08(/? — kC 

+i C)] -^ [^ sin (/? - kC + C) + ^cos (/?-kC+iC)] 
+ ^s[sin(i9 — kC + iC) — -co8(/?— kC+iC) + i-cos 

(/y-kC + iC)— — 8in(/9— kC+C) + -8in(/?—kC-fC)], 

worin aber 

xsinO? — kC + C) + scos(/9 — kC+iC) 

_ cos^C _^ X in_i 

~^-sin(/J-kC+iC)-sin(/?-kC+iC)'^°° "*'^~^' 

- sin (if - kC + C) +-C08 (/S - kC + JC)= -[xsin (/?— kC-f C) 

> 

+ scos(/? — kC+iC)] = -^ 



r8in(/9 — kC + iCy ' 
Femer ist 

^8 sin (y4^^) = Ja, sin 3 — arc Jy . s cos (y + i) -f- arc ^^(acos^ 

^ — scos(y4-i)) 

sin Y 
= ^a sin i — arc ^y . s cos (y + J) + arc ^rf . s . -r— ^ , 

woraus 

^s //a V . ^ I »x 1 >» siny 

— = arcz/ycotgCy + dJ + arc^d . > . - , ^v . 

8 a ' ' ' "^ sm*sin(y + *) 

Setzt man diess indenWerth von Jxcos(ß — kC +C), so er- 
hält man : 

j /z> yr^ ^ n\ avcjßx Jk.X& 

^XCOs(/y — kC 4-C) = -r-— %n \ in\ '^'^73 in Lin\ 

'^ sm(/?—- kC + iC) r8m(/? — kC + iC) 

13» 
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s.8in(^ — kC + iC)— (k— 0^08(/J— kC+iO— (k— D- 

sin(/? — kC + C)!, 

d.h. Ax ■ zxcjß -, 

T"tsin(/? — kC+iC)cos(/S — kC + C) 
' ^,. s 

- r sin (/? — kC + f C) cos (/? — kC -f C) 
+ [4^-arciycotg(y+,y) + arc^J ^^/^^y_^J 

[l-(k-i)7Cotg(/?-kC+iC)-(k--l)|-tg(/?-kC+Cj]. 

Setzt man hier näherungsweise 
sin (/? — kC + ^^ C) cos (/9 — kC + C) = sin (/? — kC) cos {ß — kC) 

= ^sin(2/9 — 2kC), ^==0, 

so erhält man 

^x IbxcJB .Ja, . X / I *\ I V* siny 

T= sin(2^-2kG) +r-^'^'^-^y'^°^g^>'+'^>+"^^'^ sm^sin(y+^) ' 
welche Formel ganz der letzten in Nr, 4 entspricht, und nach wel- 
cher wir rechnen wollen. 

Sey ZU dem Ende.//? = 20", — = 0*00009, M=V\ Jy = V*, 

/9 — kC = 1M7' 42", 2/9 — 2 kC = 2^35' 24", > = 55^33' 19", 
Ä=122«32'.16", y + <J=178«5'34". 

log2 = 0-30103 logarcl"= 4-68557 

log arc 20" = 5-98660 log cotg (y + S) = ll-47756(-) 
Elog6in(2/g—2kC) = 1-34597 0-16313-4 

0-63360—3 
2arML, ==0-0043013 -arc^ycotg(y+(J) = 0-0001456 



sin(2/? — 2kC) 



log arc 1" = 4*68557 

log sin y=: 9-91627 

E log sin rf = 0-07414 

E log sin (y + d) = 1-47780 

0-15378—4 

.7.-'f^l>^,, = 0-0001425 
sm o sm (y + a) 
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also y^K 

i»u ^ ^ Ö0043013 + 00Ö00900 + 0-0001456 -f 00001425 

= 00046794, 
d. h. Jx = 0-0046794 . x = 0-0046794 . 1651-47 = 7-71, 
so dass also x höchstens um 8 Fass gefehlt ist. 

6) Wir haben in den vorstehenden Beispielen meist den direkten 
Weg der Berechnung der Fehler eingeschlagen, ohne uns an die 
Formeln des §. 47 zu halten. Es. versteht sich ganz von selbst^ dass 
wenn man nach den Vorschriften des §. 47 verfahrt, man ^anz zu 
denselben Resultaten gelangen wird. Fi*. 4». 

Da es jedoch nicht ganz vergeblich 
seyn dürfte, an einem Beispiele zu zei- 
gen, wie man dabei zu verfahren hat, 
wollen wir das oben in Nr. 4 berech- 
nete Beispiel nochmals vornehmen. Es 
bezieht sich dasselbe auf Nr. 13 in 
§. 37. Die dabei vorkommenden Drei- 
ecke sind: 

DCE> worin gemessen sind CP = a, 

DCE = a, und genau bekannt ist DEC == 90 ^ 

A'CE, worin bekannt sind CE = acos a, A'CE = y, A'EC = rf, 

BGA', „ „ „ ^^Q^'^^lS^^^G^s^ß^^^^ 

sm (y + S) 
fehlerfreiBA'C = 90^ 

ACA', worin bekannt sind A'C = —r—? — r- rr, ACA' = ß\ und 

sm(y+rf) 

fehlerfrei AA'-C = 90^ 

In den Formeln (b') des §. 47 ist das dortige c = CD (= a), 

C r=: 90^ ^C = 0, a --= CE, also 

CE 
^CE = — ^a+ DE arc z/CDE, arc ^ar+ arc ^CDE = 0, arc^CDE 

a • 

= — arc Ja^ 
also //GE = cosa/ya — asinaarc^a. 

In denselben Formeln ist weiter (wegen A'CE) : c=OE (= a cos a), 
A == y, B r= J, b = CA', 
also 

JGA' = ^ • ^CE + -^-A^ arc M - A^C cotg (y + 9) »rcJy, 
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^'^' ATKi ^^^ ^f^ I acosg,siny ^^ 

sin(yH-d) sin'ly-f'^) 

a cos a sin i cos f y + J) 
sin'(7 + ^) 

sinJ . asinasinJ . , acosasinr 

= -T-j^ — 7-rrCosa.^a T-7 — p-rrarc^a4- , ^ arc^d 

sin(y-|-^) sin(y+d) sin*(jr-hd) 

a cos a, sin Jcos {y^S) 

r-77 — , ^v — arc^. 

sin'Cy-hd) 

In BGA' hat jnan nun wieder nach denselben Fonneln: c = A'C, 

A = /?, B = 90*, ./B:=0, a = A'B. 

8in<)tgi? ^ asinasin^tgi? 

= -:-7 — p^cosa.^a ^- — arc^g 

8m(y-(-d) sm(y + d) 

. acosgsinvtfi:/? ^^ acosasinrfcos(y-|-^)tfir/? 

8in'(y4-^) sin'(y4~^) 

, acosasin^ .. 

sm(y+^)cos'/? 
In ACA' ist eben so c == A'C, A = /J', B = 90«, ^B = 0, 
C = 90* — ^', A'A = a; also 

AA' AC 

^AA' =— ^A'C + — ar.^^ 

sin^cosatgi?' . asinasio^tg/?' , acoscesin/tg/?' 

^^ — :~~7 — . tx ^a ;— 7 — , . arc//g-^ 7-57 — , ^. arc^d 

sm(y4-ö) sin(y + d) sin (y + d) 

acos«sin^cos(y-|- J)t2/9' ^ , acosasin^ 

■ ^r Lx\ arc^y+ . y-2ScJß', 

sin'(y-f-d) su^y-j-dJcos'/J' 

Die Subtraktion beider Resultate (^A'B — JAA*) gibt die For- 
mel in Nr. 4, wenn man beachtet, dass : 

cos g sin Jtg/y sin ^cosa tg/?' A^B A'A ^\B 

sin(y-|"*) sJö(y-)-J) a a a ' 

asingsin Jtg/?a sing sin <}tg^' f acosgsin^tg/? 

sin(y + a) "• ^in(y+^) -"^^^''L sin<a + yr 

a cos g sin ^ tg ß'~\ 

■ i . jrx I == - AB . tg g. 
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acosasinjrtg/? acosasinytg/?' siny AB 

sin^(y4-i) sin'(y-f-^) 8Ui(y-|--i) sin J* 

acosagsinJcos(y-{"^^^i^ ■ aco8«sin^cos(yf-(!)tg/g^ 
sin»(y + *) '■ ^ sin»-(y+*) 

■ -- 'w^tf! AB3^-^cotg(y + J).AB, 

so wie tlass 

acosersind acosasin^tg/9 l .^ 1 

-^ ^ JtJ • ~r 



sin(y-^S)(ips^ß 6in(y+rf) *siD/?cos/9 *sin/^<JOS/J 

r ■ AAH L ^.pF, , tg/?^ - -) ^ 

L "'"ab J sin Ä cos 5 L "^tffÄ — tetf'Jsin/Jc 



AB J sin/? cos/? L ' tg/? — tg/J'Jsin/?cos/J 



tg^ — tg/9''sin/Jcos/? 'co&ßsm(ß — ß'y 

a CO« a sin (5 . .^ f" A'B - "I 1 



sin()'H-rf)cos'/S'/ Lab .Jsin/J'cosjJ' 

= Ab\ • *g^ i1 ^ =AE *g^' 1 . 

Ltg/J — tg/J' J sin/?' cos/?' 'tg/? — tg/?'"sin/?'cos/?' 

;=AB - ^"^^ 

co8/?'sin(/S — /?0' * 

Diese Beispiele dürften zur Erläuterung vollkominen hinreichen. 



Zehater Abschnitt. 

Vom Interpoliren. Benützung zehnstelliger Logarithmentafeln, 

§.-49. . 

Wir iKiben in uasern seitherigen .Rechnungen nie mehr als sie- 
benstellige Logarithmentafeln vorausgesetzt, da dieselben >vohl für 
die meisten Zwecke unbedingt genügen. Bei fnanchen sehr genauen 
Rechnungen jedoch bedarf es mehrstelliger Tafeln, namentlich der 
zehnstelligen, wie sie z. B. der „Thesaurus Logarithmorum comple- 
tus" von Vega (auch mit dem deutschen Titel: Vollständige Samm- 
lung grösserer logarithmisch-trigonom^trischer Tafeln. Leipzig. 
1794) enthält. Wir wollen de&swegen hier zum Schlüsse den Ge- 
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brauch solcher Tafeln kurz erörtern, müssen aber vorher die für die 
Praxis äusserst wichtige Interpolationsmethode auseinander setzen. 
Wir greifen dadurch allerdings in' das Gebiet der Analysis über; 
bei dem fortwährenden Gebrauch der Interpolationen in der Trigo- 
nometrie wird man jedoch diese Abschweifung nicht ganz ungerecht- 
fertigt finden. • - 

Wir wollen uns denken, y feey eine Grösse, deren Werth be- 
dingt ist durch den Werth einer andern Grösse x, welch letztere 
willkührliche Werthe annehmen kann (sey z. B. y =i= sin x, log cos x 
u. s. w.); wollen ferner annehmen, man wisse, dass wenn x die 
Werthe x^ , Xj , x, , habe, dann y die Werthe yt , yj , yj , .... an- 
nehme, wo also Xj , X2 , X3 , , eben so wie y^ , y2 , y^ , bekannte 

Zahlen sind, und man wünscht -nun durch ein einfaches, möglichst 
genaues Verfahren, denjenigen Werth von y zu erfahren, der einem 
zwischen Xj, x.^, ... liegenden Werthe von x zugehört. Wählen 
wir ein Beispiel, so hat man, wenn y = log sip x für 

X == 16^20' : y = 9-4490640, 

x= 16^21' :y,:=9-44p4849, 
* X = 16**22' : y = 9-4499153, 

x=r: 16^23' :y = 9-4503452, 
und man will nun etwa y für x = r6"20'35" hieraus ermitteln. Wir 
haben das einschMgliche Verfahren bereits in §.15 angegeben, wol- 
len aber hier näher auf die Sache eingehen. 

Wäre y eine solche Grösse ausgedrückt durch x (d. h. eine 
solche Funktion 'von x), jlass ihr Werth sich leicht berechnen 
Hesse, x mag seyn, was es will, so wäre die Aufgabe natürlich bald 
erledigt,, intern man eben durch ganz direkte Rechnung den be- 
treffenden Werth von y suchen würde , wobei man sich also keines- 
\v^egs um die bekannten Werthe zu kümmern hätte. Diess ist aber 
natürlich nicht der Fall ^ wenn das Interpolatidns verfahren ange- 
wendet werden mtiss, da map dasselbe ja gerade desshalb nöthig 
hat , weil eirfe leichte und bequeme Berechnung von y nicht anders 
gefunden werden kann. Eine direkte und meistens leichte Berech- 
nung» lassen aber nur Grössen (Funktionen) von der Form 

a+b'x + cx^ + dx^-l- (a) 

zu , in denen a, b, c, d, . . . bekimnte Zahlen bedeuten , da die ein- 
zelnen Potenzen durch Mültiplicationen immer leicht zu erhalten 
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sind. Man wird sich also die Frage stellen , kann man nicht etwa^ 
y unter die Form (a) bringen» d. h. als eine Funktion von x betrach*- 
ten; die nach positiven ganzen Potenzen von x fprtschreitet? 

Wir wollen nun annehmen, die Grössen x^ , Xj , Xg ,...., x^ seyen 
steigend geordnet, d.h. Xj >Xi,X3 >X2,..., der Anzahl nach" ihrer 
n, so ist wohl von selbst klar, dass wenn eine Grösse 
> y=:a-|-bx4-cx:'-fdx' + .,.^.. (b) 
so beschaffen ist, dass sie für x .== x^ gibt y = y^ ; für x = x, u.«. w., 
man berechtigt seyn werde, anzunehmen, dieselbe liefere die Werthe 
von y für Werthe von x, die zwischen obigen Werthen liegen. Weiss 
man von y weiter Nichts, als dass für x = x^, x,, . . ., x„, y zu y, , 
y^j *••> yta wd, so muss man diese Annahme offenbar gelten lasse« ; 
kennt man dagegen im Allgemeinen y, wie diess gerade bei uns der 
Fall ist,, wo z. B. y = sin x, oder log tg x u. s. w., so wird man jene 
Annahme unter der Einschränkung gelten lassen, dass y innerhalb 
der Werthe x^, Xj, . . ., x» im Allgemeinen stetig verlaufe, d. h. sich 
nur um Weniges ändert, wenn auch x sich um wenig ändert, so wie 
dass die Grössen x^ jX^ , . . . ., x^ nahe genug an einander gewählt wer- 
den, damit die Grössen y^, yj, , y» nicht bedeutend von einander 

verschieden sind. 

Diess vorausgesetzt, ist es aberzieht schwer, die Funktion (b) 
zu bestimmen. Sind nämlich n Werthe von y, die zu n Werthen 
von X gehören, gegeben, so setze man: 

yr=a + bx + cx*-fdx» + ....+kx"-S <c) 
wo a, b, . . . ., k noch unbestimmte Koeffizienten bedeuten. Alsdann 
muss man haben : 

y, =a4-''bx2'+cx2*-|-dx2'-f7,.. + kx2"-S , . 

. . . . ' i ^ 

ynr=:a^-f.bx„ + cx^^ + dx„' + -.. + kx„"-\ ). 
aus welchen n Gleichungen sich die n Unbekannten a, b, c, d, .. .., 
k ganz unzweideutig bestimmen lassen. Man kennt also jetzt die 
Grösse. (c) und für jeden zwischen x^ und x„ liegenden Werth von x 
wird sich daraus dann d^r zugehörige Wertli von y ergeben. Wir 
wollen auf dieses Verfahren hier nicht weiter eingehen , da es für 
uns im Augenblicke von wenigem Interesse. ist, sondern sogleich zu 
dem etwas speziellem Falle übergehen, da die Grössen x^ , Xj,..., x„ 
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alle gleich weit von einander abstehen, d. h. da x^ — x^ = x, — z, 
= ....=: X, — Z..1 ist. Heisst diese sich gleich bleibende Differenz 
h, so hat man also für x die Werthe: 

Xi, X4 +h,Xi +2h, , X, +(n— l)h, (e) 

während y die Werthe 

zogehoren. Bilden wir non die Differenzen y, '1 — luYi — Xt > • • • •» 
y. -^ y..i, so sollen diese die ersten Differenzen der Reihe (e') 
heissen, und durch 

^Yi , ^yi , -^Xa , . • - ., -^y.-i (e'O 
bezeichnet werden , wo also Jj^ =72 — yi» ^Ji =7^ — Ji > • • • •> 
^y__i = y, — y^^i ist. Eben so sollen die Unterschiede Jj^ — Jj^ , 
^y, ~ -^y,, ...., ^y^i — ^y„_t durch 

bezeichnet werden, und die zweiten Differenzen der Reihe (e') 
heissen. Die Grössen ^'y, — J^y^ , J^y^ — J^yi, . .- ., -^*y»-« 
— //'y„-8 sollen durch 

bezeichnet werden, und die vierten Differenzen der Reihe (e') 
heissen u. s. w. 

Nun behaupte ich zunächst, dass wenn yi , y2 » — » y» die Werthe von 
y.sind, wie sie aus (c) folgen, wenn man x = x^ , X| + h, x^ -f- 2h,...., 
x^ -f" (n — 1) h setzt, nothwendig die n**" Differenzen der Reihe (e') 
Null seyn werden. Wir wollen den Beweis nur' für den Fall fuhren, 
dass n = 4 ist; man wird daraus schon* ersehen, dass derS^tz ganz 
allgemein gilt. Sey also 

y = a-|-bx-(-cx'-[- dx^ 
so bat man 

yi =a + bAi+cVj'-|-dx^», 

y3=_a + b(x,+h) + c(x,+h)'+d(x,+h)' = a + bh + cli' 
+ dh»+Xi (b + 2ch+3dh»)+x, *(c+3dh)+Xj \d, 
y3=:a + b(x, + 2h)+c(xj + 21i)'+d(x^ + 2h)'=a + b.2h 
+ c.4h*+d.8h'+Xj(b + 2c.2hH-3d.4h')+x,^(c 
+ 3d.2h)4-Xi»d, 
y, r^ a + b(x, +3h)-|-c(x, +3h)' + d(x,4-3h)'^a-f-b3h 
+ c.9h'+d.2'7h'+x,(b + 2o.3h-f3d.9h»)4-x,'(c 
+ 3d.3h) + x,M. 
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Hieraus folgt: 
^yj=bh + ch*+dh'-fxi(2ct+3dh*)+x,'(3dh), 
^y, =bh + 3ch»+rdh'4-Xi (2ch+3d.3h*)+X4»(3d.h), 
^y, =bh+5c.h*-fl9dh»+x,(2ch4-3d.6h»)+xj*(3db), 
^y, =bh + 7ch*4-37dh'+Xt(2ch4-3d.7h»)H-x,*(3dh), 

a • • • "* 

^'y, =2ch* + 6dh'+x^(3d.2h*), 
^*y» = 2ch*+ 12dh'4-Xi (3d.2h»), 
^'yj =2ch*-i-18dh»-i-x, (3d.2h»), 
^'y4=2ch*-f-24dh'-i-x, (3d.2h*), 

• • • • 

^'y, =6dh», ^y, =0, 
^»y« = 6dh', J%=0, 



• • • • 



Uipgekehrt wird man schliessen, dass wenn die vierten Dif- 
ferenzen d«r Grössen (e') Null sind, man wird 

setzen können. In den meisten Fällen, in denen das Interpolations- 
verfahren angewendet wird, wird man aber diese Voraussetzung 
machen dürfen , und wir wollen nun, indem wir annehmen, dass die 
vierten Differenzen der Null gleich zu achten seyen , a, b, c, d zu 
bestimmen suchen. Da aber das Resultat in der Form (f) für un- 
sere Rechnung nicht gaftz bequem ist, wollen wir setzen ; 

y = A+B (x-xj + C (x-x,) (x-x, -h) +D (x-xj 
(x — Xj — h) (x — x^ — 2 h). 

Alsdann hat man : 
für X = X| : y^ = A, 

x = Xi -f"b:y2 = A-f-Bh, 

.x = x, H-2h:y3=A-f-2Bh + 2Ch', 

x = x,+3h;y4=A + 3Bh-f6Ch^ + 6Dh'. 

Hieraus : 

^yi— Bh,^y, r=Bh-f 2Ch^^y, = Bh-f 4Ch*-f 6Dh', 
\^Vl = 2Ch^^V2 =2Ch* + 6Dh\ 

d. h. man hat unmitteWbar: 
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_„ «_^ n-4^ n_Ä 



A = y.,B=-^,C = ^,D = 



folglich 



2 h' 



6h 



«' 



X — X, 



, _ ,:, . , (x — x,)(x — x< — h) ., 

y = yi+— j;-^^yi+^^ 2h* — ''^' 

. (x— x,)(x — X,— h)(x— X.— 2h) , . 

+- ^p ^yt. (g) 

auB welcher Fonnel nun , unter obigen Voraussetzungen, für einen 
Werth von x der zugehörige Werth von y berechnet werden kann. 
Der Werth von x soll aber nicht unter x^ und nicht über x^ -(- 3 h 
liegen ; in der Regel wird er zwischen x^ und x^ -j" ^ liegen ; dann wird 
(x — xJCx — Xj — h)(x — Xj — 2h) 



6h 



<1, 



also dann das letzte Glied in (g) schon meistens wegfallen. 

Man üj^rsieht leicht, in welcher Weise man verfahren müsse, 
wenn die Formel (g) mehr Glieder enthalten sollte, und dass das nächste 



(x — xj(x-: x^— h)(x 



X. 



2 h) (x 



3 h) 



24h* 



J^Y\ ^- s« w- 



wäre. Wenn x zwischen x^ und Xj -f- h, so werden diese Grössen 
sehr klein; wäre x weit von x^ entfernt, so könnte, obgleich J^y^ 
klein ist, dieses Glied doch beträchtlich werden, indem dann der 
KoeflBzient von /^'y^ einen bedeutenden Werth hätte. Daher rührt 
e6 , dass man x zwischen x^ und x^ -(- h einschränkt. Stellen wir 
die hier nöthigen Grössen tabellarisch zusammen, so haben wir fol- 
gende Uebersicht; 



X — 


7- 


1. Differenzen. 


. 2. Differenzen. 


3. Differenz. 


x,-Hh 

^i+2L 


7i 

73 
• 74 • 


^7i =72— 7i. 
-^7» = 73 7», 

^78 - 74 73- 


^*73 -^3—472. 


J»y. = ^'y,-^'T. 



I (x-x,)(x — x,-h)(x-x. .-2h) , 

I g J^3 ■ ^ Vi' VO/ 

bezeichnet man die Grösse — ; — ^ durch a, so kann man die 

h ^ 

Formel (g) auch schreiben : 
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y = yi4-«^yi4 — ^ ^ 'yi+— — ^-^^^ -^'yt, 

nnd wenn man, behufs bequemerer Rechnung setzt: 

» 

öo hat man yz=y^-|-«B> (g'O 

Darf man schon //'y^ vernachlässigen, so hat man: 

y y.i- jj ^.-t- 2h» y** /.. 

§.50. 

Wir wollen für jetzt von den wichtigen ForHJoln des §. 49 nur 
einen Gebrauch machen, den nämlich auf die Benützung, von zehn- 
stelligen Logarithmentafeln, wobei wir die schon oben angeführten 
Vega'schen im Auge haben. Dieselben geben direkt die Logarith- 
men aller fünfstelligen ganzen Zahlen, so wie die Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen von Sekunde zu Sekunde für die zwei 
ersten (und letzten) Grade, und von 10 zu 10 Sekunden für die übri- 
gen Grade des Quadranten. Mehr als zweite Differenzen verlangt 
Vega nicht. Wir wollen nun an Beispielen die Benützung solcher 
Tafeln angeben. 

l)Sey log 26947-3282 

zu suchen. 

log 25947 = 4-4140871518 , ,ß„^. 
Iog26948 = 4-414103«893 Ttl^!Z -8 
log 25949 = 4-4141206260 +^^^^^^ 
(Die ersten Differenzen sind in den Tafeln angegeben). Hier ist 

h = 1, X — x^ == 0-3282, also 
log 26947-3282 = 4-4140871518 + 03282. 167376 

0-3282(0-3282— 1)q 
--^ ~ 8. 

log 25947 = 4-4140871518, 

0^3282.167375= 54932 

0-3282 (O-3282—l)^ 
—^ ^8= 2 

log 25947-3282 = 4-4140926452 
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DieVega'sche Vorschrift lautet: 

logN = Iogn + D'0-abcde + D" ^r —^, 

WO N eine Zahl ist, die mit mehr als 5 Ziffern geschrieben ist, n die 
fünf ersten Ziffern derselben enthält, D' die erste, W die zweite 
(immer negative/ hier aber positiv zn nehmende) Differenz bezeich- 
net; a, b, c, ... die sechste, siebente achte, .... Ziffer der Zahl 
bezeichnet. Die Richtigkeit dieser Vorschrift wird aus Obigem 
einleuchten. 

2) Aus log X = 4-7320472687 

soll X gesucht werden. Da wir immer h = 1 haben, x aos den Ta- 
feln entnehmen, so ist nach (h) : 

x_, = IZZli ^ 

und- man wird zuerst x — x^ nach der Formel 

berechnen und dann einen genauem Werth finden, indem man im 
Nenner der zweiten Seite für x — X| den gefundenen Werth setzt. 

- Nun- ist 
log 53956 = 4-7320397460 = y.. ^ ^ _ ^ 

log x=:: 4-7320472687 = 7, ^^ ^^ 

7ßT27 
y — y, = 76127, »— x. = g^jg^ = 0-93337, x, = 63956, 

^^~^'~^^^*y' = 006662 
2 

I — X 76127 _ /v.nooqy 

^ ^'~ 80490 + 00666 ~ " ^^^ ' 
80 dass X = 63956-93337. 

3) Ans logx = 40092604763 = y 
soll X gesocht werden. 

X, = 10216, y,=400923837l0, y— y, = 121063, ^y, =425133, 
^»y, =— 42. 

^-3t, = i|3^3 = 0-28474,Ki-s.-l)^*y. = 21. 0-716, 

121063 ■ _ 121053 _^,Q^^^ 
^—^i- 426133 4- 21. 0-715 " 425148 ~ "■^***^^' 

x = 10216-28473. 
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4) Sey zu suofaen 

logsin32«45' 16-734". 
h = 10, X, = 32»46' 10", X— X, = 6-734, yj =,Iog sin 32«46' 10" 

= 9-7332096035. 
log sin 32" 45' 10" = 9-7332095036,, , o,,,««,., 
log sin 32" 45' 20" = 9-7332422 322, J09I90I -^35 
logsin32'''46'30" = 9-733 2749 574, +^^7287 

logsin32"45'16-734"=y.+^.327287-^-^^f in1"''^35. 

yj = 9-733 2095 035 
6-734 . 327287 



10 



= ■ 220395 



6.7(6-7— 10) „_ ' 
~ 2ÖÖ ^^~ 



5) Aus 



log sin 32»45' 16-734" = 9-733 2315 434 
log tgx == 9-827 3425 034 = y 
soll X bestimmt werden. 

X, =33'»53'50", y, = 9-8273067671, ^y, = 454830, 
i*y, = — 18, y—y, = 367363. 

y^y, 367363 



X — Xj=- 



10 



^y.+ 



•X< 



10 
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^^y, 45483 + 1^~4^~^> 18 



367363 
45483 



= 8-0769, 



367363 



also 



45483+1^^18 ^^>^^^-'' 
x.= 33«'53' 58-0769". 



200 
^«^^«5 = 80769, 
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Zweite Abtheilung. 

Sphärische Trigonometrie. 



Di eurer, spkaritche Trigonometrie. * 14 



.Erster Abschnitt. 

AnfirtelluBg der Onmdgleiehiingeii der Bphärischen Trigonometrie. 

§.1. 

Seyen A, B, C drei Punkte auf der Oberfläche einer Kugel; le- 
gen wir nun durch A, B und den Mittelpunkt der Kugel eine Ebene, 
so schneidet dieselbe die Kugel in einem Kreise^ dessen Halbmesser 
dem Kugelhalbmesser gleich ist, einem so genannten grössten 
Kreise. Dessgleichen wollen wir durch 'A, C und den Kugelmittel- 
punkt, sowie durch letztern und B, C Ebenen- legen, so werden die- 
selben die Kugel ebenfalls in gröbsten Kreisen durchschneiden. Geht 
man auf dem ersten dieser drei Kreise von A nach B, so kann man 
entweder einen Bogen durchlaufen, der kleiner als der halbe Kreis- 
umfang, oder einen zweiten, der grösser als der halbe Kreisumfang 
ist. Wenn wir künftig vom Bogen AB sprechen , wollen wir den 
zwischen A und B liegenden Theil des durch diese zwei Punkte ge- 
henden grössten Kreises verstehen, der kleiner ist als der halbe 
umfang des grössten Kreises« Dei^sgleichen, wean Wir von den 
Bögei^ AC, BC sprechen. Die drei Bögen AB, AC, BC büden nun 
auf der Oberfläche der Kugel ein sphärisches Dreieck. 

Denken wir uns Von den Punkten A, B, C auf den KngelmitteU 
pnnkt O die Halbmesser OA, OB, OC gezogen, so Verden die drei 
obgenannten Ebenen sich offenbar in diesen drei Geraden durch- 
schneiden und in eine dreiseitige körperliche Ecke bilden , deren 
Kanten OA, OB, 00 sind. Die drei Kantenwinkel AOB, AOC, 
BOG sind die Winkel am Mittelpunkte der Kugel , welche von den 
drei Bögen AB, AC, BC gemessen werden, und die sich also wie 
jene Bögen, verhalten. Kennt man den Halbmesser der Kugel, ^so 
ist es leicht, aus den bekannten Mittelpunktswinkeln die Bögen AB, 

14* 



\ 
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AC, BC ZU finden. Wir werden dessbalb künftig statt der Bögen 
AB, AC, BC die drei ihnen zugehörigen Mittelpunktswinkel AOB, 
AOC, BOC einfuhren, und diese die Seiten des spärischen Drei- 
ecks heissen. ' 

Die dreiseitige körperliche Ecke hat auch drei Flächehwinkel, 
die Neigungswinkel der Ebenen OAB und QAC, OAB und OBC, 
OAC und OBC. Diese drei Winkel sollen die Winkel des sphä- 
rischen Dreiecks heissen. Wollte man übrigen» 
den Winkel der Bögen AC und AB haben, so 
müsste man bekanntlich inA aufOA' in den Ebe- 
nen OAC und OAB Senkrechte (Tangenten an ^ 
die Bögen AC und AB) errichten; der Winkel 
dieser Senkrechten wäre der Winkel der Bögen. 
Allein dieser Winkel ist nichts Anderes, als der 
Neigungswinkel der Ebenen OAC und OAB. 

Die Winkel des sphärischen Dreiecks sollen mit A, B, C, die 
ihnen entgegenstehenden Seiten mit a, b, c bezeichnet werden. 
Alsdann ist 

A der Neigungswinkel der Ebenen OAB uiid OAC, 
B „ „ „ „ OBA „ OBC, 

C „ „ , „ ^ OCA „ OCB, 

a = Wtnkel BOC, b = AOC, c = AOB. 
Zugleich sind a,b^c jeder kleiner als 180^, dessgleichenA,B,.C. 
^ Von den dreiseitigen körperlichen Ecken werden nun in jedem 
Lehrbuche der Stereometrie einige Sätze erwiesen, die wir, der Voll- 
ständigkeit wegen, ebenfalls hier darstellen wollen. Sie sind: 

. 1) In jejder dreiseitigen körperlichen ip^cke sind zwei Eanten- 
winkel zusammen grösser als der dritte , d. h. in jedeäi sphärischen 
Dreieck sind zwei Seiten zusammen grösser als die dritte. Wir 
haben also zu beweisen, dass AOB-+BOC > AOC. Dabei werden 
wir AOC als den grössten der drei Kanten winkel annehmen, da 
wenn AOB oder BOC schon •> AOC wäre, unsere Behauptung ganz 
von selbst klar wäre. Der Beweis kommt ganz offenbar anch dar- 
auf hinaus, nachzuweisen, dass BC-f-AB > AC. Denken -wir uns 
nun^ män^ lege durch B zwei Ebenen , von denen die eine, senkrecht 
auf OC, die andere senkrecht auf OA, so werden dieselben die Ku- 
gel in zwei Kreisen schneiden, so beschaffen, dass dieselben al^ um 
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die Punkte C und A mit den spltädschen Halbmessern GB und AB 
beschrieben angesehen werden können. Beide durch B gehende 
Ebenen schneiden sich in einer Geraden , die durch B geht und auf 
OAC senkrecht steht; diese Gerade trifft die Kugel nochmals in 
einem Punkte B^ in welchem die obigen zwei (kleinen) Kreise sich 
nochmals durchschneiden. Die Punkte B und B' liegen auf ver-^ 
schiedenen Seiten von AC und in gleicher Entfernung davon. 
Die beiden um A und C gezogenen Kreise treffen den Bogen AC 
zwischen A und C, da sonst entweder BC > AC oder AB > AC 
wäre, was wir nicht voraussetzen. Der Kreis um A treffe AC in M, 
der uni C in N^ so ist AM = AB, CN =. CB und, wie man sieht 
AM + CN d. h. AB -|-BC> AC: Dte zwei Punkte M und N kön- 
nen nicht zusammenfallen , da sich die zwei Kreise sonst in diesem 
Punkte schneiden würdeö, was nicht der Fall ist, da sie sich nur in 
B und B' schneiden; eben so kann nicht der um C gezogene Kreis 
ACinM^ der umA gezogene in N sehneiden, da der um C gezogene 
Kreis von B bis B' links von der Ebene BOB', der um A gezogene 
rechts von BOB' liegt. 

Anmerkung. Wir haben hier gem. diesem gewissermassen anschaulichem 
Beweis des angeführten Lehrsatzes gegeben , ohne denselben für genauer als den 
zu halten, den man gewöhnlich in den Lehrbüchern findet (vergl. Legendre Geome- 
metrie, Buch V, Satz XXI). Im Gegentheile halten wir letztern mindestens für eben 
so genau, während, wie gesagt, der gegebene uns die Sache mehr anschaulich zu 
machen scheint. 

2) Zu jeder dreiseitigen körperlichen Ecke kann man eine zweite 
bilden der Art, dass die Summe der einander entsprechenden Kan- 
tenwinkel der einen und Flächenwiiiket der andern 180® beträgt. 

Sey zu dem EndeOABC die gegebene 
dreiseitige körperliche Ecke; in erreichte 
man auf die Ebene OAB die Senkrechte Oy, ^ 
auf OBG die Oa, auf OAC die Oß, so werden 
Oa, Oß, Oy als Kanten einer neuen dreiseiti- 
gen körperlichen Ecke Oaßy angesehen wer- 
den können. Die Kanten OA, OB, OC stehen 
nun aber auch senkrecht auf dön Ebenen der 
neuen Ecke. Denn OA ist die Dnrchnittslinie 
der Ebenen OAB und OAC, auf denen Oy und 
Oß senkrecht stehen; mithin stehen letztere- 
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Geraden auch aaf.OA^ and also umgekefart OA auf 0/?,p/- senk* 
recht, also auch OA senkrecht auf der Ebene 0/?)^; dessgleichen OB 
senkrecht auf Ocey^ OG senkrecht auf Oa/9. Hätte man also Oaßy als 
gegebene Ecke gewählt, so wäre durch dieselbe Konstruktion, wie 
oben, als neue Ecke ÖABC erschienen. ' 

Wir wollen nun dn den beiden Ecken einander entsprechende 
Kanten- und Flächenwinkel je' einen Flächenwinkel der einen und: 
einen Kantenwinkel der andern heissen, wenn der letztere von den 
zwei Kanten gebildet ist, diö auf den Flächen senkrecht stehen, die 
den ersten bilden, ßo entsprechen sich 

Flächenwinkel an OB und Kantenwinkel aOy, 

^ OA . . ßOy, 

„ „ Ott „ „ COB, 

r « Oy? „ ,, AOC, 

„ Oy ;„ „ AOB. 

In der Ecke OAB stehen sich entgegen : 

Flächenwinkel an OB und Kantenwinkel AOC, 
„ „ OA „ ^ „ BOG, 

„ w OC n Y> AOB. 

Dessgleichen stehen sich in der Ecke Oaßy entgegen: 
Flächenwinkel an Oa und Kantenwinkel ßOy^ 

r, Oß r r> ■ «Oy, 

« ^ Oy „ . „ ßOa. 

Nimmt man also in ein^r der zwei Ecken einen Flächenwinkel 
und den ihm entgegenstehenden Kantenwinkel und sucht in der an- 
dern Ecke die diesen entsprecheaden Kanten- und flächenwinkel, 
so stehen sich letztere ebenfalls entgegen. So stehen sich entgegen : 
Flächenwinkel an OB und Kantenwinkel AOC, 
Kantenwinkel aOy und Flächenwinkel an Oß. 
Zwei nun einander entsprechende Winkel betragen zusammen 
1 80 ^ So z. B. Flächenwinkel an OB -f Kaptenwinkel a Oy = 1 80 ^. 
Um diess zu beweisen legen wir durch einen Punkt F <[er Kante OB 
eine Ebene senkrecht auf OB, welche die Ebenen OAB, OBG in den 
Geraden FM, FN treffe , die natürlich auf OB senkrecht stehen. 
Der Winkel MFN ist also der Flächenwinkel an OB. In derselben 
Ebene ziehen wir Fa, Fe parallel mit Oa,.Oy, so ist aFc = «Oy; 
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ferner ist aFM = cFN = 90«, indem aF auf OAB, Fe auf OBC senk- 
recht steht. Da aber aFc + aFM -f-MFN -f NFc = 360®, und 
aFM-f NFc=:180«, so ist 

aFc-f MFN = 180^ d.h. aOy + MFN=^ 180«, 
was den Sat2 beweist. 

Tragen wir diesen Satz auf die sphärischen Dreiecke über^ so 
heisst er: 

Seyen a^ b, c die Seiten, A, B, C die ihnen entgegenstehenden 
Winkel eines sphärischen Dreiecks , so kann man immer ein anderes 
sphärisches Dreieck erhalten, dessen Seiten = 180' — A, 180* — 
B, 180** — C and dessen diesen Seiten entgegenstehende Winkel 
180« — a, 180® — b, 180« — c sind. 

3) Da immer 2wei Seiten eines sphärischen Dreiecks grösser sind 
als die dritte, so hat man also anch 

180« — A+180®r-B>180«^C, A4-B-rC<180', 
180« — B + 180« -^0180« — A,B + C — A<180^ 
180« — A+180«— O180« — B, A + C — B<180«. 
Addirt man diese dr^i Resultate, so ergibt sich : 

A4-B-hC<540«, 

d. h. je zwei Winkel eines sphärischen Dreiecks, um den dritten 

vermindert y betragen weniger als 180«; die Summe aller drei be-. 

trägt weniger als 540«. 

Was dieGrössenA-f B— C, B-f-C — A, A+C — B betrifft, 

so werden sie also, wenn sie positiv sind, itnmer unter 180« seyn; 

sie können aber ganz woHl auch negativ ausfallen. 

4) In jeder beliebigen körperlichen Ecke, Pi^.68, 
in der die sämmtlichen Flächenwinkel kleiner ^ 
als 180« sind, ist die Summe aller Kanten- . ///V 
Winkel kleiner als 360«. /// \\ 

Sey.OABCDE eine fünfeckige körperliche /// \\. 

Ecke,'so ist ' ' ' ' / / I \ \ " 

AOB+BOC + COD+DOE4-EOA<360«. /XJ-mA 
Sey ABCDE eine beliebige Ebene, Ftjin j ^:C^._ r .J^^n/ 
Punkt in ihr; man ziehe FA, ... FE, so hat ^^^^/M/ 
man nach Nr. 1 : ^ . 

an der Ecke in A: OAB-f OAE > BAE, 
ys „ „ „ B : ABO 4- OBC> ABC, 
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an der Ecke in C : OCB + OCD >BCD, 

„ D:ODC-i-ODE>CDE, 
„ E: OED + OEA>DEA, 
d.h. 

OAB + OBA + OBC + OCB + OCD -j- ODC + ODE -f OED 
-f 0EA4-OAE>BAEH-ABC + BCD+CDE + DEA. 
Da aber 

oab + oba-f .... + 0ae = 5. 180«-- (aob+boc + cod 
+doe4-eoa), 

BAE+ABC+ . ... -i- I>EA = ß- 180« -- (AFB + BFG + CFD 

+DFE + EFA) = 5.180« — 360« = 3.180«, 
so ist - . ' 

5 . 180« — (AOB 4- COB + COD + DOE + EOA) > 3 . 180«, 
AOB + BOG + COD + DOE + EOA < 360^ 
5) In jedem sphärischen Dreieck (und Vieleck) ist also die Somme 
aller Seiten kleinerals 360«. 
Also' auch 

180«--A + 180' — B+180«-^C<360«, 

640« — (A + B + C)<360«, 
A + B-fC>180«, . 
d. h. die Summe der drei Winkel ist grösser aU' 180«. Daraus 
folgt dass 

A+B — O180« — 2C 
ist; nun ist 2C unter 360«, also wenn auch 2C> 180«, so ist doch 
180« — 2 C nie unter — 180«,, d h., wenn auch A + B — C negativ 
ist, so liegt diese Grösse doch zwischen und — 180«. Mithin 
liegen die Differenzen A-f-B — G, A — B + G, —A-fB + C im- 
mer zwischen — 180« und + 180«; während die Differenzen 
a-j-h — c, a-r-b-f-c,. — a-f-b-|-c immer posit^iv sind. 

Da immer zwei Winkel eines sphärischen Dreiecks, vermindert 
um den dritten, weniger als 180« betragen, so Ist also 
180« — a+180« — b— (180«— c)<180« 
c — (a-fb) + 180«<180« 
a + b — c>0 
was wir schon wissen. Aber auch 

180« — a + 180«— b — (180«-.-c)> — 180« 
c~(a+h)+Jl80^> — 180« 
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also a + b — c<360^ 

wie sich von selbst versteht, da ja a-|-b-|-c< 360^ ' 
Stellen wir alle Sätze nochmals zusammen, so haben wir : 

,<; 180« 
>— 180^ 



A+B-C^ ,,,0 



^ •" ' << 180*^ "^IRO® 

a+Ob, a-|-b+c<360«. A-B+C^ ,Z, ^+^+0;:!°" 



b-|-c>a, ' <^ Ift«« 



>— 180», ' ' <640''. 

,< 180' 

>— ISO», 

Was wir fann von einem sphärisch«! Dreiecke beweisen, gilt ge- 
radezu für die dreiseitige körperliche Ecke, wenn man nur statt 
„Winkel des sphärischen Dreiecks^ setzt „Flächenwinkel^ , statt 
„Seiten des Dreiecks" aber „Eantenwinkel." 

§. 2. 

Sey ABCD ein Viereck, in welchem AB parallel mit Gl) gezo- 
gen sey, und AC = BD, so ist leicht zu bewei- ^ .rigm, 
sen, dass auch Winkel C = D, A = B ferner ist 
(ersteAbthl. §.22. (31)): 

AD'=rAB' + BD^— 2AB.BDcosB, 

AD'^AC'-fCD'— 2AC.CDcosC. /* 

Da aber C = D, A = ß, und A+B + C + D 
B + C = 180^ also cos B -= — cos C. Mithin : 

d. h. da AC = BDj j 

Ä5" + CD-^ + ^^+ÄB + CD 
oder: 

AD*. CD+AD*. AB = (AB+CD)AB.C]]i+BD*. CD+BD».AB, 
AD ' (CD + AB) = (AB -t- CD) AB . CD + BD ' (CD + AB), 

und wenn man mit CD *^ AB dividirt : 

AD^=AB.CD + BDV 
d.h. in ßinem, wie angegeben gestalteten Vierecke ist das Quadrat 

der Diagonale gleich dem Produkte der zwei parallelen Seiten plus 
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dem Quadrate der einen der zwei gleich langen nicht parallelen 
Seiten. . 

§3. 

Sey ABC ein sphärische^ Dreieck, in dem wir AB < AGanneh- 
jnen, und worin A, B, C die drei Win- 
kel, SLy b, c die drei Seiten bezeichnen 
sollen. O stelle den Kugelmittelpunkt 
vor, OA den nach A gezogenen Halb-* 
messer, der (nöthigenfalls) in OE ver- 
längert sey. Von B ziehe man in der 
Ebene des Bogens AB die BD senk- 
recht auf OA und in D in der Eben^ 
des .Bogens AC die DF senkrecht auf 
AO, so wird die Ebene des Dreiecks 
BDF senkrecht stehen auf OA und der 
Winkel BDF gleich A seyn. Dessglei- 
chen ziehe man von C in der Ebene von AC die CE senkrecht auf 
AO, und EG in der Ebene von AB senkrecht auf OA, wobei der 
Bogen AB bis G verlängert wurde, so Wird auch .die Ebene GEC 
senkrecht auf OA stehen, also mit BDF parallel laufen, und GEC 
=2 A seyn.. 

Denkt man sich die Halbmesser OB, OF, OG, OC gezogen, so 
werden die Dreiecke BOD und FOD^ GOE und COE kongruent 
seyn, mithin BD = DF, GE ^ EC, BOD = FOD, GOE = COE. 
Daraus folgt nun, dass auch Öogen AB = AF, AG = AC, FC = BG 
ist. Der zu AF gehörige Mittelpunktswinkel (AOF) ist also = c/ 
der zu FC gehörige = b — c. 

Da Bogen FC = BG, so ist auch Sehen FC = BG ; ferner laufen, 
wie leicht zu ersehen, BF und CG mit einander parallel , so dass 
d^s Viereck BFCG die Gestalt des in §..2 betrachteten Vierecks 
hat. Würde man also die Diagonale BC ziehen, so hätte man; 

BC* = BF.GC + FC»: 

Sey nun r der Halbmesser der Kugel, so ist (erste Abthlg. §. 20, 
Nr.l und §.21, Figur 14); 
BC = 2 rsin ^a, BD =^ rsmc, CE = rsinb*, FC = 2rsinf(b — c), 

* In unsere!- Figur ist eigentlich CE = r sin (180" — b), d. h. doch CE = r sin b. 
Man wird sich auch leicht überzeugen, dass die hier gefundenen Beziehungen ganz 
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also 
BF=:2BDsinJA=2rsmciSiDiA,GC=:2ECsiniA=2rsinbsiniA. 

Demnach hat man 
4r^sin*ia = 2rsmcsiniA.2rsinbsmiA4-4r'sin'i(b — c), 

d.h. 

2 sin'^a = 2 sin b sin c . sin'^ A + 2 sin'^(b — c), 
oder (erste Abthlg. §. U (23)) : • 

. 1 — cosa = sinbsinc(l — cosA)+l — C08,(b — c),. 
1 -V cos a = sin b sin c — sin b sin c . cos A -|- 1 — cos (b — c), 

— cos a ^= sin b sin c — sin b sin e cos A — cos b cos c — sin b sin c, 

(erstö Athlg. §.12) / 

— cos a = — sin b sin c cos A — cos b<30s c, 

d . h. cos a = cos b cos c -f- sin b sin c cos A. 

-V Diese Gleichung ist die Fundamentalgleichang, von der wir aus- 
gehen werden. Eben desshalb dürfte eine zweite Ableitung der- 
selben vielleicht nicht unerwünscht seyn, wobei wir bemerken, das« 
noch eine ziemliche Anzahl anderer Ableitungsweisen vorhanden ist. 

Sey wieder ABC ein Sphärisches / ^S' w« 

Dreieck, der Mittelpunkt der Ku- 
gel. Sey A^ ^ <lßr Ebene des Bo- 
gens AG Tangente in A a© diesen 
Bogen, desßgleichen AE für AB, so 
ist EAD = A. Femer ist AOC ==b, 
AGB = c, BOG = a. Daraus folgt 
(erte Abthlg. §. 20); wen., r den 
Kugelhatbmesser bedeutet: 




allgemein gelten, welche Werthe auch immer a, b, c, A haben mögen, wenn sie nur 
unter 180*^ sind. Für den besondern Fall, (^ass b = c wäre, würde allerdings F mit 
C, B mit 6 zusammenfallen, also das Viereck GßFC nicht vorhanden seyn ; alsdann 
hat man jedoch BC = 2r sin^a, oder da jetzt BC mit GC zusammenfällt, auch GC 
= 2 r sin ^ a. Aber es ist auch» wie im Texte, GC = 2 r sin b sin i A, demnach 

2 r sin I a = 2 r sin b sin ^ A, sin ^a = sin b sin y A. 
Diese Gleichung ist aber die gefundene Fundamentalgleichung, denn sie gibt: 
':2.sin2^a = 2sin'b sin^^A, l — cosa=:sin'b(l *— cosA), 
1 — cos a = sin*l) — <sin* b cos A» cos a =:: cos* b + sin* b cos A> 
welche letztere Gleichung aus cos a = cos b cos c+sin b sin c coa A folgt, wenn 
b = c ist. Wie patütrHchjE« erwarten war, gilt also'die Fundamentalgleichung auch 
noch für b = c. 
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AD = r tgb, AE = rtgc, OD = -^, OE = -^. 
° ° cosb cosc 

Ferner (erste Abthlg. §. 22) : 
DE* = AD*4-AE*— 2DA.AE.c68A = r*tg'b + rHg»e 

— 2r'tgb.tgcco8A, 

Y V 2 r cos ä 

DE*=OD'+OE'— 20D.OEcosa= — 57+ — 5 r 

cos b co8*c cosb.cosc 

Hieraus erhält man: 

1 2, I -1 -> « o. , . A r' , r' 2r*co8a 

r tg^b+r'tg'c — 2r^tgb.tgc.co8A = — 5tH 5 — r » 

® ' ® ö ® . cos 'b cos 'c cosb cosc 

oder wenn man mit cos 'b cos ^c multiplizirt und durch r* dividirt: 
»in' b cos' c -\- sin' c cos' b — 2 sin b sin c cosb cos ccosA = cos' c 

4-cos'b — 2 cos a cosb cos c^ 
d. h. 

(sin'b — l)cos'c+cos'b(sin'c — 1) — 2sinbsiixccos^beo5Ccos'A 

= — 2 cos a cos C cosc, 
— pos ' b cos ' c — cos' b cos ' c — 2 sin b sin c cos b cos c cos A 

= — 2 cos a cos b cos c, 
2 cos ' b cx)s ' c -j- 2 sin b sin c cos b cos c cos A = 2 cos a cos b cos c, 

cos b cos c 4" sin b sin c cos A ==: cos a. 
Man hat also die folgenden Gleichungen: 

cos a = cos b cos c -j- sin b sin c cos A, j 
cos b = cos a cosc-}- sin a sine cos B, > (1) 
cosc^cosacosb + sinasinbcosC, * ) 
d. h. der Cosinus einer Seite ist gleich dem Produkte 
der Cosinus der zwei andern Seiten, plus dem Pro- 
dukte der Sinus der zwei andern Seiten in den Cosinus 
des Winkels, d.er der ersten Seite entgegensteht. 

Anmerknng.' Diese drei Gleichungen sind die nothwendigen und genügen- 
den Fnndamentalgleichangen ; alle übrigen Beziehungen werden sich desshalb aus 
ihnen nach den gewöhnlichen Regeln der Rechnung ableiten lassen, wie sich im 
Nachstehenden zeigen wird. Dass sie übrigens nothwendig sind, aber auch ge- 
nügen , lässt sich in folgehdei* Weise leicht einsehen. Ein sphärisches Dreieck ist 

*^ Von diesen Gleichungen könnten die zwei letztem eben so unmittelbar ab- 
geleitet werden , wie die erste ; es bedarf dessen aber nicht, da es genügt, in der 
ersten Gleichung a und b, A und B zu vertauschen , um nothwendig die zweite zu 
erhalt«! u. s. w. Sobald man Übrigens die erste OleichUDg in Worte fasst, ergibt 
sich die Richtigkeit der andern yon selbst. 
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VoUkpmmen bestimmt, wemi in demselben z. B^ gegeben sind zwei Seiten (b und c), 
nebst dem von diesen Seiten gebildeten Winkel (A). In diesem Falle giebt nun 
die erste Gleichung (1) den cosa, also da a zwischen 0*^ und 180^ liegt^ die Seite 
a gan2 unzweideutig; eben so unzweideutig folgen dann aus den zwei andern Glei- 
chungen (1) die Winkel B und C, so dass alle Übrigen Stücke gefunden werden 
können. Es ergibt sich hieraus offenbar, dass drei Gleichungen nothwet}dig sind, 
und dass^ie drei>(l) genügen. Eine Beziehung zwischen den Seiten und Win- 
keln des Dreiecks, die' andere Werthä liefern würden, als die gefondenen, kann aber 
nicht ezistiren, einfach desshalb, weil andere Werthe dieser Grössen (a, B, C) auch 
nicht ezistiren, da ja nur ein Werth für Jede möglich, und derselbe bereits gefun- 
den ist. 

Die Gleichungen (1) entsprechen den Gleichungen (31) in §. 22 der ersten Ab- 
theilung und -man könnte letztere auch &aß den obigen ableiten , etwa in nachste- 
hender Weise. Sey r der Hi^bmesser der Kugel , auf der dafi sphArische Dreieck 
▼erzeicln|dt ist; a, ß, y die Lftngen der drei Bögen BC, AC, AB, so ist (erste Ab- 
theilung §. 16): 

^ la« . 1 a* . , 1^» 1 /?*. \ ly» 

cosa=l--p + ~p-.,,,xosb = l~j-, + -^-..^cosc = l~~, 

' 24y* r 6 r' r 6 r* 

also wird die erste Gleichung (1) zu: 

d. h. 

WO die weggelassenen Grrössen alle höhere Potenzen 7on r, als die zweite, inrNen- 
ner haben. Multiplizirt man mit — 2 r*, so hat man 

- a* + ...=/9*-}-y*4-...— 2^7(1 — ...)co8A. 
Lässt man r = oo werden , so geht die Kugel in eine Ebene , das sphärische 
Dreieck in ein ebenes über ; dabei werden nun die weggelassenen Grössen , da sie 
noch r im Nenner haben, ausfallen, so dass man hat: 

- ^ a* = /?* + y' — 2/?ycosA, 

d. h. die eine Gleichung (31). in §.22 der ersten Abtheilung. 

§• 4- 

Aus (1) zieht man: 

•, cosa — cosbcosc 

C0SA=:=- . , . = , 

sin b sm c 



222 Ertter Abschnitt. 

also 

- , All cosa — cos b cos c sin b sine -4- cos a — cosbcosc 

14-cosA=lH . , . = . . . . r^ 

siD b sm c sin b sin c 

cos a — (cos b cos c — sin b sin c) cosa — C08(b--f"c) 

sin b sine sin b sine 

2 sin ^ (a -f- b 4" c) sin ^ (a — b — c) 

sin b sine 

^ 2sinKa+b + c)smKb + c-a) ^ 

smbsmc °^^ ' ,^^ 

d.h. o^^.i. A _ 2sinKa+b + c)sinKb + c — a) . 

4 cos ITA — ; r 9 

sinbsmc 
^Qg2i^^ sint(a+b + c)sin^(b + c — a) 

sin b sine 
Eben so: 

. _ cosa — cosbcosc sinbsinc — cosa+cosbeosc 

1— cosA= J . , - ?= . , . ; 

smbsinc sinbsme 

cos(b^-c) — cosa 2sin^(b — c4-a).,3in J(b — e— a) 

sinbsinc sinbsinc 

2sin^(a4"b — c).sin^(a — b-[-c) ' 

sinbsinc ' 

o,:..2i A _ 2sint(a + b-~c).sinKa— b + c) 

^ Bin «ü. — • — ; — 7 — . , 

' sm b sm c 

. ,, . sini(a+b — e).sin4(a — b4-c) 

sin'4A = — — — = . , . ■ ■ — '. 

" smbsine 

Durch Division beider Resultate ergibt sich: 

.^21 A _ sinKa + t> — c).sinKa— b-f c) 
^ * sini(a-f b + c).sinKb + c — ay 

Setzt man a-[-h + c = 2s, . 

seist a + b-^— c = 2s-^2ei 

a— b + c==:2s — 2b, 
b-j-c — a = 2s — 2a, 

also : 
J(a + b + c) = s,i(a-{Tb — g) = s — c,i(a— b + c) = s — b, 

i(b-(-c — a) = s — ^a^ 
d. h. man hat nun: 
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, \ y/ sin (s --^ b) . sin (s — c) 
' -^ Sin b sm c 

. .^ \ /sin (s — a) . sin (s — c) 



8in 



sm 



sin a sm c 



i n — \ /»in (s — a) sin (s — b) 
1^— V e;r,oo,-«>. ' 



sin a sin b 



cos 



cos 



^ . \/8in8.sin(8 — a) 
' smb.smc 

\ /sin s . sin (s — b) 
i^— V — _. . „:«^ — » 



cos^C 



sm a . sin e 

'l /sin s . sin (s — • c) 
sinasinb ' 



(2) 



\ /isüi (s — b) . sin (s — c) 

tgiA= V — ^^ — ^ — r-^. 

* sin s . sin (s — a) 

i„ . p — \ A'" (s-— ^) • sin (s — c) 
tgi»- V sins.smCs— b) ' 

tgiC = V'^^5^3?^^, 
°' . sms.sm(s — o)' 



wo die Quadratwurzel nur positiv genommen ist, da | A, ^ B, ^ C 
unter 90® sind. Da ferner nach §. 1 Nr. 1 immer s — a, s — b, 
8 — c positiv sind, und s sowohl« als jede dieser Grössen unter 180® 
bleibt (§. 1» Nr* 4), so sind die Girössen unter den Wurzelzeichen 
alle positiv. 

Durch Multiplikation zieht man heraus : 

^ . , . . A *v\ /sin 8 . sin (s — a) . sin (s — b) . sin (s — c) 

2siniAcosiA = 2 V ^^ . 2,0 . — ^ ^ -, 

^ sm'bsin'c 

d.h, sinb8inc,sinA = 2Vsins.sin(s — a).sin(s— b).sin(s— c). 
Ebenso: 

sina.sinc.sinB = 2 V sin s . sin (s — a) . sin (s — b) . sin (s — c), 

sin a . sin b . sin C = 2 V sin s . sin (s — a) sin (s — b) . sin (s — c) . 
Daraus folgt; ' 

sin b sin c sin A = sin a sin c sin B = sin a sin b . sin C, 
d.h. 

sinb sin A = sinasinB, sincsin A = sinasinC, sin csinB := sinbsin G, 
oder - 



224 Erster Abgckbitt. 

sin a : sin fo = sin A : sin B, sin a : sin c = sin A : sin C, sin b : sin c = 

sinB:siaC, (3) . 
d/h. die Sintis der Seiten verhalten sich, wie die Sinus der 
entgegenstehenden Winkel. 

.§.5. 

Aus (1) hat man: 
cos a = cos b cos c -|- sin b sin c cos A, 
cos c = cos a cos b -(- sin a sin b cos C. 
Setzt man diesen Werth von cos c in die erste Gleichung, so 
erhält man: 

cos a = cos a cos ' b + sin a sin b cos b cos C -|- sin b sin c cos A, 
cos a — cos a cos ' t) = sin a sin b cos b cos C + sin b sin c cos A, 
cos a ( 1 — cos ^ b) == sin a sin b cos b cos C -f- siii ^ sio c cos A, 
cos a sin*b = sin a sin b cos b cos C-|"siiit sine cos A. 
Dividirt man durch sin b, und schreibt sogleich die weitern For- 
meln hin, so hat man : 

cos a sin b == sin a cos b co&C -f- sin c cos A, 
cos b «in a == sin b cos a cos G -f- sin c cos B, 
cos c sin b = sin c cos b cos A ^ sin a cos C, , , 
co8b8inc = sinbcosccosA + sinacosB, ' 
COS a sin c = sin a cos c cos B + sin b cos A, 
cos c sin a = sin c cos a cos B + sin b cos C, 
welche Formeln ebenfalls leicht in Worten auszusprechen sind. * 

Setzt man in (4) nach (3) : sin c = 1—^ — , so hat man : 

^ smA 

cos a sin b = sin a cos b cos C + sin a sin C cotg A; 
dividirt man noch durch sin a, so hat man: 

cotg a sin b = cos b cos C -{- sin CTcotg A, 

cotg b sin a = cos a cos C -|- sin C cotg B, 

cotg c sin b = cos b cos A + sin A cotg C, t .^. 

cotg b sin c =: cos c cos A-f- sin A cotg B, '' 

cotg a sin c = cos c cos B + sin B cotg A, 

cotg c sin a = cos a cos B -f" sin B cotg C. 



* Alle diese Formeln werden dorch einfache Buchstabenyertauschang aus ein- 
ander abgeleitet So folgt die zweite aus der ersten, wenn inan a und b, also anch 
A nnd B tauscht; die dritte ans der ersten, wenn man a nnd c, A und C tauscht ; 
die vierte ans der dritten durch Vertauschung von b nnd c, B und C u. s. w. 
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Aus (4) bat man 

cos a sin b = sin ä eos b cos C -{- sin c cos A. 
\ . Setzt man nach (3): - 

. , sinBsina. . sinOsina 

* Smb= : — 7 — , 8mc = ; — ; , . 

smA i ' smA 

soist 

sinacosasinB i ^n i sinatinCcosA ^. 

;: — T = smacosbcosCH : — : , - 

sinA . ' smA 

d. h. sin a cos a sin.B = sin a cos b cos O sin A •-{- sin a sin C cos A» 

oder %enn mask mit sin a dividirt: . ^ 

cos a stn B = cos b sin A cos G 4~ cos A sin G, 

cos b sin A = cos a sin B cos G 4~ cos 9 sin G, 

cosa8inG==eoscsinAco8B-f-cosA8inB, . ^^. 

coscsinA = cosasinGcosB-|~cosGsinB, ' ^ ^ 

cos b sin G = cos c sin B cos A -4- cos B sin A, 

cos c sinB = cosb sin C,cosA-j~.cos G sin A> 

Die Gleichungen (4) sind Gleichungen zwischen den drei Seiten 

und zwei Winkeln; die (5) zwischen zwei Seiten und zwei Winkeln; 

(6) zwischen . zwei Seiten und drei Winkeln. , Ein Schritt weiter 

wird uns nun die gesuchte Gleichung zwischen^ einer Seite und den 

drei Wipkeln geben. 

Ans (6) hat man 

cos a sin B = cos b sin A cos G -|- cos A sin G9 

cos b sin A == cos asin B cos G 4~ cosB sin G, 

also wenirnian diietsen Werth in -die erste Grleichiing einsetzt: 

cos a sin B = cos a sinB cos ^ G -f- cos G AaC cos B + cos A sin G, 

cosa8inB(l — co8*G) = cosGsin.G*coöB-f-cosAsinG, 

CQs a sin B sin ' C ;= sin G cos G cos B + cos A sin G, 

•* ■ - 

cos asin!lä sin C = cos G cosB + cos A, 
d. h. man hat: 

.cosA-=: — cosBcosG4~8inBsinGcosa, 1 

<30sB = — cosAcosG-j-sinAsinGcds'b, > (7) 

cosC = — cos A cos B -4^ sin A sinB cos Cy ) 

d. h. der Gosinus eines Winkels ist gleicli dem negativen 

Produkte der Gosinus der beiden andern Winkel, plus dem 

Produkte der Sinus der beiden andern Winkel in den Go- 

Oienf er, iphiriiohe Trigononurtrit. 15 
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sinus der Seite, welche dem ersten Winkel entgegen- 

« 

steht. '•^ 

Da die Gleichungen (7) abermals einen wichtigen. Satz aus- 
drücken^ so wollen wir eine zweite Ableitung derselben angeben. 

Da nach §. 1 Nr. 2 es injmer auch ein sphärisches Dreieck gibt^ 
dessen drei Seiten 180® — A, 180® — B, 180® — C, und dessen 
dreiWinkellSO®— a, 180® — b, 180® — c sind, so hat man nach §.3: 
cos (180® —A) :;= cos (180® — B) . cos (180®— C) + sin (180®— B)^ 

sin(l«0®— C)cos(180® — ä), 

d. h. 

— cosA = cosBcosC — sinBsinCcosa (erste AbtWg. §. 9), 
oder co^A = — cosBcoßC + su^BsinCcosa. 

Durch eine ähnliche Umformung gehen die Sätze (6) direkt aus 

(4) hervor. . 

Aus (7) folgt: • 

cos A 4" cos B cos C 

cos a — - « Tk • /N 9 
smBsmC 

also wie in §.4: 

_ ,. sinBsinC+cosA+cosBcosC coi^A-j-coß(B-^C) 

2 cos 4a::=- 1^ ' n ' n ^ ^^ -n - r\ 

* smBsmC smBsmG 

2cosKA+B — C)cosKA — B-f C) 
"" sinBsinC - ' • 



s. 



* In der Anmerkung zu §. 3 haben wir die Gleichungen (!) als die nothwen- 
digen und genügenden Fnndamentiügleichungen der s]phärischen Trigonometrie be- 
aeichnet. Mit demselben Rechte könnte man diess auch Ton den Gleichnngai (7) 
sagen, da aus diesen ebenfalls aUe andern abgeleitet werden könnten, was man 
durch ein Zurückgehen durch (6), (5), (4) erlangen würde. 

Was femer die gleichfalls berührte Beziehung dieser Gleichungen mit denen 
der ebenen Trigonometrie anbelangt, so entsprechen die Formeln (2) den Formeln 
(34) in §. 23 der ersten Abtheilung, jdie (3) den (29) in §. 22; die im §. 6 hier noch - 
abgeleiteten Formeln (9) entsprechen den (33) in %. 23, die (10) den (30) in §. 22. 
Was die (7) anbelangt, so entsprechen sie der Forme! A + B-^C =J8P*^ der ehe- 

1 a* 

nen Trigonometrie ; denn man zieht- aus ihnen, indem cos a = 1 — o* ~T ^ ** * • ^^^ 

iw r 

r = OD zu cos a = 1 wird: 

cos A := — cos B cos C + 8inB sin C = — cos (Ö — C), cos B = — cos (A + C), 

oos C = ^ cos (A + B), 

also nothwendig.A + B + C = 180<^. 
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. j . sin B sin C — cos A — cos B cos C cos A + cos (B-f-C) 

^^'^i^-— ^ sinBsinC "^ . ^ sinBsinC 

2cosKA+B + C)cosKB + C — A) 

sinßsinC 

Setzt man nun . 

A+B + C = 2S, 
also A+B — C = 3S-«2C, 

•^ A — B + C==28-2B, : 

B + C— A=:2S — 2A, 
so hat man folgende Grieichnngen : 



V— cosS.cos(S — A) 






sinBsinC 
feinib= V ^:^ A o:^ n ♦ 

sin^c = \/ 



cos 



cos 



sin A sin C 
cos S cos (S — C). 

>i ■■ ■ ! .111 -^ 

sin A sin B 
\ /co8(S— B)cos(S — 0) 



sinBsinC 



ib=V 



cos(S— A)cos(S-^C) 



sin A sin C 



cosic 



V cos(S — A)cos(S^^ 



sin A sin B 



^ , \ / — cos S. cos (S — A) 
tgia= V ^ /o ' T>N :.J^ rc A 



co^(S— B).cos(S— C) 



tgib 



_\ / — cos S cos (S — B) 



cos(S — A)cos(S— C) 



tgic== 



\/ — cos S . cos (S — Cy 



(8) 



cos(S— A)cos(S— B)' 

in welchen Gleichungen die Quadratwurzel nur positiv genommen 
ist, da ^a, $b, Neunter 90** sind. Danach§. 1: S=:i(A + B + C) 
zwischen 90*^ und 270*^; S — A, S — B, S — C zwischen — 90** und 
-}- 90® liegen, so ist cos S negativ j cos (S — A), cos (S — B), 
cos (S — C) dagegen sind positiv/ die unter dem Wurzelzeichen 
vorkommendeif Grössen sind also ßämmtlich positiv. Aus den Glei- 
chungen (8) lassen sich die Gleichungen (3) ebenfalls leicht ableiten. 

15» 



§6 

Ana den FormelB (2) in §.4 folgt iniBiitt^ar: 

' * ame smasmb amc 

* Sine smasmb smc 

smc smaaraib »ne 

amc amaamb smc 



wie man aieli leidit nbenesgt, tmd^ dab^ beachtet, dass feride 
Seiten peatir änd. Danms fo^: 

am * 1^ 

e(M»|Aco64B-|-s]n|Asin^B=:— :-^(ains-f-än(s — c)) 

snc 

2am^cco»|c ^ * ^ * »aii|c * 

(eiBte AbtUg. §. 14X da »— 4e =i(a+b+c)— te=i(a+b); 
d.lLnKaikat(wegatcoa^Acos^B-^dBiA8iD}B=cQ6KA— B)): 

coai(A-B)=8iBKa+b).^. 

Smy C 

Eben aa: 

coa|Aeos|B — 8iD}Aaiii|Br=— r^— [sins — an(a — c)l 

smc 

««j(A+B)=«»K*+b).^. 



eosjc 



sniiAeM|B+e<»iABm^B=^^^[siH(»— b)4-aB(s— a)] 



anc 



«oalC ^,, ^,/. rx_ «»iC.cosH«— b) 
Hii|(A+B)=«osj(»-b).^i^. 
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sin JA COS Ä Br— cos 4 Ä sin 4B = ■. ^ [sin(8 — b) — sia(8 — a)] 
z i 1 * ' smc ■ 



cos^C 



. 2 cos [s — r ^ (a Hh b)] . sin J (a — b) 



(9> 



2sin|ccos^c 

= -r-7— . sm i (a -T b), 
smjc * 

sin i (A — B) = sittK^ -b) . ^?4^, 
'^ ^ *^ ^ smjc 

Man hat also folgende "Gleichungen: 

sinJ(A-^-B)cosJc = €Os^(a — b)cos.4C, 
sin j(A-j- C) cos^b = cos J(a — - c) cos^B, 
sin ^ (A — B) sin J e == sin ^ (a — b) cos ^ C, 
sin^ (A — C) sin^b = sin J(a — c) cös^B, 
cos ^{A + B) cos i c = cos J (^ + ^) siß i C, 
cos J(A + C) cos^b = cosi(a4-c) sin^B» 
cos J (A — B) sin ^ c-= sin i (a + b) sin ^ C, 
cos J(A — C) sin^b = sini(a4- c) fiänfB, 
siui(ß"l"C)cosia = cosKb — c)cosiA, 
cos i (B + C) cos ^ a = cos $ (b -f-* c) sin { A, 
sin^(B — C)sinia = sin4(b — c)cosiA, 
cos ^.(B — C) sin I a = siü^ (b + c) sin J A. 

Durch Division zieht man aus den Gleichungen (9) : 



* 4/ I u\ cosi(A — B)^ , 
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,. .» sini(A — C), • 

,,^ - sinifB — C) ■ . 
tgKb-c) = ^.^y^3_^^ .tg^a. 

Anmerking. Die wiehtigeir Fpnneln (9) hat zuerst Mollweide in der 
„moDatlichen Korrespondenz** 18.. Band, S. 399 aufgestellt; sie pflegen jedoch ge- 
wöhnlich die Gaussischen Gleichungen genannt zu werden, da Gauss sie in der 
Theoria motus corporum coelestium p^g. 51. aufstellte. Doch ist der betreffende 
Band der monatiichen Korrespondenz im November 1808, das Ganssisohe Werk 
erst 1809 .^scluenen. 

Die Gleichungen (10) pflegen die Nep ersehen Gleichungen genannt zu wer- 
den. Den oben mitgetheilten Beweis derselben scheint zuerst Matzka (Professor 
an der Uniyersitftt Prag) gefunden zu hd.ben. Man Tergleiche desshalb die 7. Auf- 
lage der Vega* sehen Vorlesungen, zweiter Band, S. 245* (Wien, 1835). 

§•7. 

Aus den Gleichungen (9) lassen sich nun zunächst einige inter- 
essante Resultate ziehen. 

1) Aus 

sin^(A — B)sinic = sin^(a — 'b)cos^C, 
folgt, dass wejpn A >; B, also \ (A — B) positiv ist, auch sin ^ (a — b) 
positiv seyn muss , da es dann sin ^ (A — B), sin ^ c, cos { C sind ; 
also ist alsdann' auch a > b. Ist umgekehrt a > b., so muss auch 
A > B seyn, da dann sin ^ (A — B) positiv seyn muss. * 

Man schliesst hieraus, dasjs in einem sphärischen Dreiecke der 
grössern (kleinern) Seite auch der grössere (kleinere) Winkel ent- 
gegensteht und umgekehrt. Daraus folgt von selbst, dass wenn 
zwei Seiten einander gleich sind, auch dje ihnen entgegenstehenden 
Winkel gleich seyn werden und umgekehrt. 

* £s könnte allerdings sin 7 (A -r^ B) auch positiv seyn, wenn A <C B ; nur 
müsste dann ^ (A — B) unter — 180**, also A — ^ B unter V- 360^ liegen, was 
sicherlich nicht der Fall ist. 



< 
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. Für a = b folgt aber aus (10): 

uodrürA==B: / ^^^J- (11). 

^ cosA / 

2) Aus co8i(A + B)cosic = cosj(a + b)sinjC ^ 

folgt, da cos^c, sin J C immer positiv sind; ^(a + b) und} (A-f-B) 

picht über 180^ binapsgehen, dass 

wenn}(A+B) < 90^ also cos ^.(A+B) positiv ist, auch cos }(a-l-b) 

positiv, also,} (a-(-b) <;,90® seyn muss; 
wenn}(A-j-B) > ÖO®, also cos }(A+B) negativ ist, auchcos}(a+b) 

negativ, also } (a-j-b) >.90" seyn muss; 
wenn } (A + B)'= 90^ als cos } (A -f B) Null ist, auch cos 4 (a + b) 

J^ull, also } (a -|- b) = 90® seyn muss: 
Daher schliesst man hieraus : 

Sind zwei Winkel zusammen kleiner, gleich, grösser als 180 , 
so sind die ihpen entgegenstehenden Seiten ganz in demselben Falle, 

* ■ * 

und umgek.ehrt. 

AnmerkuDg. Wir hab.en im Vorstehenden diejenigen Formeln entwickelt, 
die zur Auflösung der sphärischen Dreiecke dienen können und zu diesem Zwecke 
▼ollkommen hinreichen. Es versteht sich ganz von selbst , dass man durch Ver- 
bindungen der erhaltenen Formet, in ähnlicher Weise wie iu S« 5 weitere Formeln 
erbalten könne. Wir wollen, da wir Solche Formeln hier nicht brauchen, von der 
Ableitung derselben Umgang nehmen. Zur üebung mögeq einige vorgelegt wer- 
den, indem dabei auf eine* Abhandlung des Verfassers in Grunerts Archiv T^l. 7, 
S. 234 verwiesen wird, wo, auf einem verschiedenen Wege, eine Menge solcher 
Formeln abgeleitet wurde. ' ^ . 

1) cos a sin b sin A = sin a cos b sin A cos C -j-* sin a isos' A sin C, aus (4) und (2). 

2) sin A = sin B cos C cos c-f-cos B sin C cos a coff c 4~ Bin a sin c sin C, ans (2) un d (4). 

3) sin a cos A = — sin a cos B cos C -f- cos a sin b sin A sin C, aus (4) und Nr. 1, 
oder (2) und (7). 

4) cos a sin A = cos b cos c sin A -f- sin a sin c cos A sin B, aus (I) und (2). 

5) sin a sin b -f- cos a cos b cos G = sin A sin B — cos c cos A cos B, ans (2), 
(l)und(7).; 

6) cosa cos B = cos c sin C sin A — sin c sin b cos C — cos b cos c cos A cos C, aus 

a),(U(2). 

7) cos A cosB sin C = — sin A cos B cds C cos b — cos A siuB cos C cos a + sin A 
«in B süi C cos a cos b, aus (7). 

8) .cos A = co&a sin b sin c — sin a cos b sin c 6os — sin a sin b cos c cos C — cos a 
cos b eos c eos B cos G -{- eos b cos e sin B sin C, aus (7), (1), (4). 

u. s. w. 
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Wir haben im VorsteKendenkeineilei spezielle Voraussetzung in 
Bezug auf die Grösse der Winkel oder Seiten gemacht; doch mag 
es hier von Interesse seyn, den Fall zu untersuchen^ wenn Seiten 
oder Winkel = 90^ sind. 

1) Sey A = 90^ so folgt nun : 
tos a = cos b cos caus (1), cotg C = cotg c sin b, . ^^. 
sin b = sin a sin B aus (3), Qotg B = cotg b sin c, 
sin c = sin a sin G aus (3), 

. tgb = tgacosG, \ cosasinB=:cosbcosC, 

cosbsinc = sinacosB, f ,.^ cosasinG = cosccosB, . ,«v 

' . ' ) aus (4), , . ^ ^ } ans (o), 

tgc = tgacosB, L 'cosbsmC = cosB, ' 

cos c sinb = sin a cos C / _cos c sinB = cos C 

J = tg B tg G cos anus (7). 

Aus den Gleichungen cotg B = cotgb sine uiad cotg C = cotg c 

sin b , folgt, weil sin b und sin c positiv sind , dass we^n B < 90^ 

auch b < 90%- wenn B > 90" auch b > 90" und umgekehrt Eben 

so verhalten sich G und c; man hat also: 

B=90"auchb^90", C^90"auchc=90". 

Diese Beziehupgen folgen übrigens direckt aus §. 7. IstB < .90", 
so ist, da A = 90", A +B < 180"; also, a + b < 180"; da ferner 
B'< A, so ist auph b < a, also muss nothwendigb < 90", da sonst, 
wegen a > b, a + b > 180" wäre. Ist B = 90^ so ist A -f B 
= 180", also a-j-b =; 18Ö", und da A'=iB, so ist auch a = b, also 
a = b = 90"; ist endlich B > 90", so ist A -}- B > 180", also 
a+b > 180", und da B > A, so ist auch b > a, mithin b > 90", 
da für b < 90", und a < b, a + b < 180" wäre. In derselben Weise 
findet man die Beziehung zwischen G und c. 

Aus der Gleichung cos a = cos b cos c folgt,, dass a < 90" seyn 
wird, wenn b'undc beide < 90" oder beide > 90" sind; a wird 
= 90" seyn, wenn b oder c es ist; endlich a.> 90", wenn eine der 
Seiten b und c grösser, die andere kleiner als 90" ist. 

2) Sey A = 90", B = 90". Nach §. 8 ist alsdann auch a = b, 
also da A + B =^ 186\ mithin auch a + b = 180", ist a = b = 90". 
Da femer die Gleichudgen h) Nr^ 1 immer noch gelten , wenn nur 
B =90" gesetzt wird; so ist jetzt 
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co8c = co8C, sine = sin C, 
also c = C, wobei jedoch C (wie c) wilikührlich bleibt. Man wird 
ia^ich, wenn man diesen Fall durch Zeichnung darstellen will , leicht 
überzeugen , dass die Spitze C der sogenannte Pol des durch AB 
gehenden grössten Kngelkreises ist, d.h. derjenige Punkt, der von 
letzterm Ejreise nach allen Richtungen um 90® absteht. ^ 

Von den Gleichungen in Nr. 1 sind keine beizubehalten , al& die 
eben angegebenen, da für A = B =^ a-= b :^ 90® alle andern iden- 
tisch erfüllt sind. ' 

3) Ist A = B = C = 90®, so folgt aus Nr. 2, dass auch a = b 
= c = 90®ist. , 

4) Sey a = 9P®, so hat man: 
tgbtgccosA="~l,) ' cosb = -^tgCcotgA,\ 

cos b = sine cos B, iaus(l). cotgb = sinCcotgB, f ,^v 

cosc = sinbtX)s'C. ) cosß= — tgBcotgA,! 

sinB = sinbsinA9 | .^^ cötgc = sinBcotgC. / 

sin G = sin c sin A. j , ^* cosbsinA=;pcOsBsinG,| .^. 
cosbcosC= — sinccosA,| ... coscsinA=cosCsinB,( 
co8Bcosc = — sinbcosA.) \ cosA = — cos B cos G aus (7). 
Aus. cos b = sin c cos B, cos c = sin b cos G folgt wie in Nr. 1, 
dass wenn 

/b^90®auchBe90*, c=90^auchG=90®^ 

und umgekehrt sey, welche Beziehungen übrigens auch aus §. 7 di- 
rekt abgeleitet werden können. 

6) Sey a == b = 90?, so ist nach §. 7 auch A = B = 90^ und 
man hat den Fall Nr. 2; dessgleichen Nr. 3, wenn a=^b= c = 90*. 

6) Sey A = 90®, a = 90®. Aus (1) folgt jetzt : 

O = cosbcbsc, 
d. h. entweder cos b = 0, oder cos c = 0, mithin entweder b = 90®, 
oder c = 90®. Ist nun b = 90^ so ist nach Nr. 5 auch B = 90^^ und 
G = c; ist c = 90°, so ist auch G = 90* und B = b. Also wird jetzt 
(}as Dr-eieck nothwendig zwei rechte Winkel haben, also der Fall 
2 oder 5 eintreten. 
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AviUfinig der sphftiiiriimi Dreiedce. 

§.9. 

In einem sphärischen DreiedL sind die drei Seiten a, b, c gegeben; 
man soll die drei Winkel.A, B, C desselben berechnen. 

(Diese Aufgabe ist offenbar identisch mit der: ans den bekann- 
ten Kantenwinkeln einer dreiseitigen Ecke die ihnen entgegenste- 
henden Flächenwinkel zu berechnen. Aehnliches gilt für die folgen- 
den Fälle.) 

Die Rechnung wird nach den Formeln (2) in §• 4 zu fuhren seyn^ 
worin die Werthe tg^A, tg^B, tg^C im Allgemeinen das sicherste 
Resultat geben. Wenn man jedoch will, so kann man ganz direkt 
die Formeln (1) anwenden. Man hat 

cos a = cos b cos c -f- sio b sin c cos A. 

Man bestimme nun den Winkel a so dass 

cos b cos c , . * 

iga= — -. , cosbcosc = 6matgor^ 

sma ^ 

so ist . cosa — cos b cos c cosa — sinat&:cr 

cos A = -.-r--, = ^-r--. — ^— 

sinbsmc smbsinc 

cosacostt — sinasina cos(a-f-a) 

sin b sin c . cos a sin b sin t cos a 

Eben so wenn 

^ ^ cosa cos c cosa cos b 

sin a sm c cos ß sm a sm b cos f 

Ist einö der gegebenen Seiten , z. B. a = 90^ so hat man zur 

Bestimmung der Winkel nach §. 8, Nr. 4 : 

_- cosb .^ cosc 
cosB = —. — , cost/==-;— r, cosA= — cotgbcotec 
smc • smb ■ ® 

oder dieselben Formeln wie vorhin. Wir wollen nun einige Bei- 
spiele berechnen. 

1) a = 72'14'26", b=110M8'20^ c = 48'50'42". 
s = i(a-|-b-|-c) = 115"41'44". 



Anfltinng.d«! tflianwhen Dreiecke, 
s — a = 43'27'18", s— b==6*23'24", s— c = 66*51'2" 
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log sin (s — b) = 8-9728263 
log sin (s — c) = 9^636435 ^ 
Elog8ln8 = 0-0462217 
E log sin (s — a) = 0-.1626476 



logsin (s — a) = 9-a374624 

log sin (s — c) = 9-9636435 

Elogsin 8 = 0-0452217 

Elogsin(s— b)= 10271746 



20-8733922 

log tg4B = 10-4366961, 

iB^ 69» 54' 17-7" 

3 = 139"' 48' 36-4" 



19a44138jD . 
logtgfA^ 9:5720690, . 
^A = 20''28'16-8" 
At=40'>66'31-'r" 

log sin <8 — a) = 9-8374624 
log sin (8 — b) = 8-9728263 . 
Elogsin 8 = 0-0452217. 
' Elog sin (s — c) = 0-0364564 

18-8919568 • 

iogtgic= 9-4459779 - , 

iC = 15''3.6'6-7" 
0^31° 12' 13-5" 
2) a = 90»r b = 133* 0' 18", « = 122'* 0'. 43". 
log cos b = 9-8338239 (—), . ' logcosc = 9-7243545 (—), 
E log sin c = 0-0716361 . E log sin b = 01359077 

log cos B = 9-9054600 (— ) log cos C =? 9-8602622 (— ), 

B = 143«33'0-7^ C=; 136« 27' 30". 

logcotgb= 9-9697319 (—) 
log cotg c = 9-7959906 (— ) 
• logTjos A = 9-7657226 (—) ■ 
A=!:125''40'0-9". 
3)a = 90*,.b = 90«, c = 87«24'36". . . , 
.8 = i(a-fb4-c) = 133"42'18". . 
8 — a = 43*42' 18", 8-rb = 43*42' 18", s— je = 46"'17'42". ' 
log sin (s — b) = 9-839443.8 log sin (s — a) = 9-8394438 



log sin (s — c) = 9-859Q823 

Elog sin 8 = 0-1409176 

EIogain(&—a) = 0-1605562 



19:9999999 
log tgiA = 9-9999999 

iA=i=45», . 
A = 90'». 



log sin (s — c).= 9-8590823 

•Elogsins = 0-1409176 

E iQg sin (s — b) = 0" 1605562 

19-9999999 
logtgiB = 9-9999999 
4B=.45». 
B = 90'. 
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log sin (8 — a) = 9-839443» 

log sin (s — b) = 9*8394438 

£ log sin 8 =0-1409 176 

E log sin (8 — c) = 0-1409176 

19-9607^28 
IogtgiC = 9-9803614 
JC = 43*42' 18" 
C = 87»24' 36" (§. 8 Nr.^). 
Zur Uehong legen wir vor: - 

a=47«45*39", b=69«49'19", c = 80»l7'36", 
IA = 48''24'56",B=ä71«29'46",C=95''13'26". 
a = 120" 56' 35"; b = 85»86'50", c = 69«55'10", 
1A= 129*47'56", B = 63« 16' 12", C =m»48'20". 
ZurKontrole der richtigen. Rechnnng wird man etwa die For- 
meln (9) in §. 6 oder auch (3) in §. 4 benützen können. 
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§.10. 

In einem sphärischen Dreiecke sind alle Winkel gegeben r man 
soll. die drei Seiten berechnen. 

Für diesen Fall dienen die Formeln (8) in §. 5. Ist. einer der 
Winkel, z. B. A ein rechter, so kann man sich derselben Formeln 
oder der in §. 8 Nr.l aofgesteüten bedienen. 

1) A = 59" 4' 25", B = 94" 23' 10", C = 120*4' 50". 

S = i(A +B rf C) = 136*46' 12-5" 

S— A=77*41'47-^",S— B=42''23'2-5",S— C = 16*41'22-6" 

log cos S = 9-8624961 log cos S = 9*8624961 

log cos <S — A) = 9-3286623 log cos (S — B) = 9-8684348 

E log cos (S — B) == 0- 1315652 ^ E log cosCS — A) = 0-6714376 

E log cos (S. — C) = 00186931 E log cos (S — C) = 0018 6 930 

19-3413167 . 20-4210615 

log tgia = 9-6706583 logtg}b= 10-2106307 

Ja = 28*6' 1-77" b = 58^22' 24-67" 

a = 50*12'3-6" - b = 116*44'491" 

log cos 8 = 9-8624961' 
log cos (S — C) = 9-9813069 
E log 6os (S — A) = 0-6714376 
E log cos (S — B) =01316651 

20-6468057 
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- • . ' 

log tg Je =10-3234028 
$c = 64'35'49-9" 

c=U9'll'39-9" 
2) A =; 90*, B = 63* 1&' ^2", == 135» 33' 39". 

' log cos B = 9-6632654 log cos C = 9-8636947 (— ) 

■ E log sin = 0-1548088 . E log sina = 004^1 460 

log<5osb = 9-8080702 ". Iogt5osc=.9'9028407(— ) 

b = 5(P0'O" .c=143»£'.10*6" 

, logcotgB = 9-7024034 ' 

log cotg C = 10^0086027 ( — ) 
log cos a = fl-7109061<r-) 
a = 120» 65' 34". 
Zur üeboAg legen vir vor: . .• 

|A = 40»,56'31i8", B = 139"'48'35'4'' € ?= 31» 12' 13-6", 
ja =72» 14' 26", bsbll0«18>20", c = 48» 50' 42^'. 
|A = 90» , B = 50'2a",C =92«8'2S", 

a = 91* 47' 40", b=60*0'0'„ e =92»47'32". 
A&ch hier könnte man durch Einführung yon. Hilfsviidieln die 
Aufgabe lösen. Man faat.nämlich: 

. . cosA+cosBcosC 

co8a = . L. . -^ • 

BniBsiaC 

man bestinme mm a aus ^ 

cos B cos G 



- 9 



tga = 



sinA 



so ist -_. cas A -j^ sin A'tg a __ cos(A — cc) 

cos a — . T» • >t — • Ti • n " ' 

sm B sm G sm B sm G • cos a. 

Eben so wenn ^ . - * ' 

^ ^ cos A cos C . cos A cos B 

^ sinB . smC . 

. cos(B— itf) sosCC-T-y) 

COSb = . \ . /r ^ COSC= . . . p - * 

smAsmGcos/x . smAsinBcos^f 

- • • . 

In einem sphämehen Dreie($ke sind gegeben zwei Seiten b^ e 
nebst dem von ihnei% gebildeten Winkel A; es sollen die übrigen 
Stül^ke gefanden Werden. 

Aus den Formeln (10) in §. 6: 
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folgt J (B -|- C) nnd ^ (B — CX woraiis dann B nnd C erhalten wer- 
den. Die fehlende Seite a kann man aus einer der folgenden For- 
meln, die ans (9) nnd (10) sich ergeben, ableiten: 

/ cos^Cb — e) . . cos|(b4-c) . . . 



C08 4a=:= 



sinKB + C) * cos|XBH-C) 

^ 8inJ(B — C) ^ co8i(B-7-C) ' 
* ./^u . \ cosi(B+0). ,■ .^ . 8in4(B4-C) 

Ffirb+c = 180»istauch(§.7)B-f C=180»;|(B + C)=90», 
so dass mau bloss ^ (B — G)^za berechnen hat (wobei b >> c'voritas- 
gesetzt werde.) Für b = c ist anch B = C, also B -4-0 = 2 B, 
B — C = 0, Die erste Formel gibtin diesem FalleB.{§. 7Fonnel(ll)). 

Ist A =:^ 90^ so kann man immerhin in derselben Weise ver- 
fahren, oder auch die Formeln des §.'8 anwenden: . : 

cos a =: cos b cos c, cotg C = sin b cotg c, cotgB ='ain t cotg b: / 

Will man im allgemeinen Fall a direkt erhalten^ so h'i^t man 
nach (1): * " 

cos a == cos b cos c +.sin b sin c cos A. 

Man bestimme qnn a durch die Gleichung . 

tg a =: tg b COS. A, sin b cos A = cos b tg a, 

so ist . • . . ' : ' 

u I • ux cosb .^ ■ I . . X 

cos a = cos b cos c -4- smc cos b tg a = (Cos c cos a + sm c sm «) 

-» ^ cos er 

cos b . cos (c ^ — a) 

cps a . ^ 

Man kann noch eine zweite Hilfsformel zur Bestimmung von a 
in folgender Weise aufstellen: 
cos a = cos b cos c^-f- sin b sin c cos A 

== co^ b CQs c + sin b sin c (1—2 sin ^^ A) (erste Abthlg. §. 14) 
= c()sbcosc + sinb8inc — '2sinbsincßin*^A 
= cos(b— ^c) — ^siiiböincsin^^A. 
Also 1— ^2sin^ia=l— 2sin^i(b — c) — 2^nbsincsin'|A 
sin*ia = sin*i(b — c) + sinbsincsin^jA. 
Man bestimme üun y so, dass 

sin^A V sin b sine ... . 21 a ' • 2</u ^x 2 

tga)= — . ^ ,. ^^ — , smbsmcsm'iA=:sm 4(b — cjtg'o), 

^^ smi(b — c) * ?v o y» 
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. . smUh — c) 

sin 4 a = • , 

- • cosy « . 

wenn (p zwischen trnd 180® gewählt ist, in. welchem Falle cos g> 

und "sin ^ (b — c) dasselbe Zeichen haben. Für b = c wäre einfach 

sin' i a = sin* b'sin' ^ A; sin ^ a = sinb$in4 A, wie sich auch aus 

sinia= -^^2i^d:^siniAfürb==c, also B=.C findet. 
-* cosKB— C) 

Auch die zwei Winkel B und G könnten vermittelst Hilfswinkel 

berechnet werden. Man hat hämlicli nach (5): 

^ cotffbsinc — cos c cos A , ^ cotgcsinb — cos b cos A 

cotgB=: — ^ ^-7 ,cotgC = — r^^ -— . 

■ • "smA smA 

Man bestimme nun ^ und y (zwischen und 180^) durch die 

Gleichungen: 

tg/9 = cos A . I^b, tg y;= 008 Ä . tg 0, 

also- cotgb = co8Ax5otg^, «otgc==co»A.cotgyi . 

so erhält man >• - 

cotg B = — 2 — -± ti cotg C = — ^. — ^-i ^\ 

sinp , smy 

b = 140»7'66", c = 91"'47'40", A = 129» 67' 69", ako ^(b + c) 
.== 116»67'48",K1> — c>==24''10'8", iA = 64*68'66-S". 
log cos Kl>'-^c) = 9-9601679 logsinKb— o) = 9'612l772 

logcotg^A = 9-6690061 •* logcotg JA =9.6690061 

E log cos { (b 4- c) = 0-3587273 (— Elog sin 4 (b-fef = 0-0462042 
logtgi(B + C) = 9v98789l3(— ) log tgKB -^0=9-3273866 
4(b4-C) = 136*'47'65-2''' KB — C) = ll'69'5l-6" 
- logtgKb — c) = 9.6620192 

log sin i (B + C) = 9-8433460 
ElogsinKB — C) = 0-6822063 
logtg(a= 10-1776706 
Ja = 66*23' 69-8" 
'. a=112''47'69-6" 
KB + C) = 136* 47' 66.2" 
KB — C)= ll''69'6r6" - > 



durch Addition : B ^ 147» 47^46-7" - 
dnrch Subtraktion : C = 123" 48' 3-7" 



n 
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Zur Uebung m^gen dienen: 

l>= 116»44'49", c— 129«I1'40", A=i69*4'25", 
B = 94*23' 10", = 120*4' 60", a = 50*12'4". 
b = 129*67' 69", € = 87*61'37", A = 88* 12' 20", 
,B = 130*0' 0", C = 87* 12' 28", a = 90*. 
b = 50* 0' 0", c = d2*47'32", A =¥S0*, 
; |B = 60*2' i", C = 92*8'23'-',.a= 91*47' 40". 

§.12. 

la einem sphärischen Dreiecke sind gegeben eine Seite annd die 
zwei an ihr liegenden Winkel B, C; man soll die übrigen Stücke 
berechnen. 

Ans §.6 hat man, wenn B>C: 
X 4/u I % «««KB— C),., ^ ... . 8in$(B-^C)^ , 

hieraus erhalt man i(l>+.^)> i(^ — ^)» alsoh mid c; def -Winkel A 
ergibt ^ich dann nach (9) in §/6; wenn man dort cos | A, sin'l A 
oder tg ^ A bestinmit. - - 

Man kann den fehlenden Winkel A übrigen» anch dirol^ finden. 

Aus (7) folgt: . . 

cos A :^ — cosB cos C +sinB sin C cos a; 
man bestimme nnn den Winkel §p so dass 

- tg9) = tgBcosa, 8inBcosa=rC08Btg<]p', 

so ist . * 

cos B 
C08A=— cosBcosC-NinCrco8Btg5p= (sinCsiny-^cosOcosy) 

cosBcös(y-|-C) 

cosy 
Die Seiten b und c liessen sich ebenfalls in anderer Weis@ finden. 

Aus (6) folgt: 

cosacosCrhsinCcotgB ' cosa<50ßB + sinBcotgC 

cotgb= ■ \ : — 2_ cotgc=r. : — -7 ; 

® sma ^ sma 

man bestimme also die Winkel a, /} der Art» dass 

^ . cotgB ^ ^ eotgC 

tga = : — ^ tgi>= ■ ■ » 

® ^ cosa ^^ cosa 

so ist ' ^ / " ^ 

., ^ cotga.eös(C — «) ' cetga.cos(B— /?) 

cotg b = — 5-- ^^ — ^, cotg c = —^2 _^ c^. 

® cos« ^ cos/» 
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Ist a = 90®, 80 hat m^ü nach §. 8 Nr. 4 : 
cotg b = sin C cotg B, cotg c = sin B qotg C, .cos A = — cos B cos C. 
FütB = C ist aach b r=: c und also : 

^ . ® cosB 

woraus b (und also auch c) folgt. 

Da die Rechnung ganz der in §. 11 ähnlich ist, so mögen bloss 
Beispiele zur Uebung vorgelegt werden. 

a= 120^55' 35", B = 63^5' 12'', C =:60«48'20^ 
A=: 129*47' 56", b = 86«36'60", c = 59«»56'10". 
a = 90^ B = 143«33', C = 136^*27^30", 
= 125*40', b = 133*0' 18", c = 122*0' 43". 



^ 



§.13. 

In einem sphärischen Dreiecke sind zwei Seiten und ein Winkel 
gegeben, welch letzterer einer der gegebenen Seiten entgegensteht, 
also a, b, A; man «oll die übrigen Stücke des Dreiecks daraus be- . 
rechnen. 

Man hat zunächst nach (3) : • ^ 

. V . r . Ti -1^ sin b sin A 

sina:smb = smA:smB, smB = : . . 

sma 

Aus dieser Formel ergeben :sich zwei Werthe von B, wovon der 

eine zwischen trnd 90*, der andere zwischen 90* und 180* liegt* 

(vergl, erste Abthlg. §. 27). Wir müssen hiebei nun folgende drei 

Fälle unterscheiden : ' , 

L a+b < 180*, also auch A+B < 180*. (§. 7.) 

Ia < b, also auch A < B, mithin B spitz oder stumpf, 
" (zweideutig), 
a — b , also auch A = B, mithin B < 90 *, (unzweideutig), 
a>b, „ „ A.>B, „ B<90*, 
|a<b, also auch A<B, ist unmögl., dasonstA"-(-B > 180*, 
a=b, „ „ A=B, „'„,„„ A+B=180*, 
a>b, „ „ A>B, mithin B< 90* (unzweideutig). 
« a< b, also auch A < B, ist iTnmögl , da soüst A-fB > 1 80*, 
3)A>90*a=b, „ „ A=B, „ „ , „ „A+B>180*, 
(a>b, „ „ A>B, also B< 90* (unzweideutig). 

Dißnget, sphärische Trigonometrie. l6 
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n. a + b = 180". also auch A +B = 180*. 

|a< b, alsoanch A < B, alsoBnurstupipf, damit A+B 
= 180* (unzweideutig), 
a=b, also auch A=:B, ist unmögl., dasonstA+B < 180°, 
a>b, „ „ A>B, , „ , „ „ A+B<180^ 
(a<b, also auchA<B, unmögl., da sonst A4-B> 180®, 

2) A = 90" |a=b, „ „ A=B, also B = 90" (unzweideutig), 

f a>b, „ „ A>B, unniöglich, dasonst A-+-B < 180". 
la<b, also auchA<B, unmöglich, (^asonst A+B > 180", 

3) A < 90" a=b, „ „ A=B, „ ,„ „ A+B>180", 

(a>b, „ „ A>B,mithinBbloss<9Ö"(unzweidtg.). 
ni. a + b > 180", also auch A -f B > 180". 

|a<b, also auch A<B, alsoB > 90" {unzweideutig), . 
a=i, „ „ A =B, unmöglich, da sonstA+B< 180". 
a>b, „ „ A>B, „ ,„ „ A+B<180", 
|a<b, also auch A < B, B > 9Q" (unzweideutig), 
2)A = 90"|a=b, „ „ A=B, unmögl,, dasonstA4-B = 180". 
fa>b, „ „ A>B, „ ,„ „ A4-B<180", 

!a<b, also auch A < B,'B > 90" (unzweideutig), 
a=b, „ „ A = B,B>90" 
a>b, „ „ A>B, B kann beide Werthe haben 
. . (zweideutig). 

Mithin hat man zweideutige Fälle nur, wenn zugleich: 
'ä+b<180", A<90', a<b5odera + b>,180",A>90", a>b. 
In diesem Falle ist aber die Auflösung nothwendig zweifach. Aus 

. ^ sinbsinA 

smB = ; ' 

sma 

folgt für A < 90", a < b, a + b < 180"y nothwendig ein spitzer 

Winkel B, der grösser ist - als A, also ein stumpfer, kleiner als 

180", — A, mithin beträgt der stumpfe Winkel B mit dem Winkel 

A poch nicht 1«0". 

Für A > 90", a > b, a 4- b > 180" folgt für B ein stumpfer Win, 
kel, kleiner als A, also ein spitzer grösser als 180" — A, mithin 
beträgt der spitze Winkel B mit dem Winkel A'mehr als 180". 

Natürlich kann es sich ereignen, dass bei beliebig gewählten 
Angaben ein Dreieck unmöglich wird (vergl. erste Abthlg. §. 27). 
Es wird diess geschehen, wenn sin B > 1 ausfällt. 
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Hat man B berechnet, so kennt man jetzt in dem Dreiecke a, b, 
A, B und findet c, C aus den Formeln (10) des §. 6. Sind beide 
Werthe von B zulässig gewesen, so erhält man natürlich auch zwei 
Dreiecke zur Berechnung. 

Sey z. B. a = ^7^48' 20", b = 50^ 32' 40", A ~ 40* 36^ 50". 

log sin b = 9-8876835 
logsinA = 9-813553l 
E log sin a =£2125610 
log sin B== 9-9 137876 
_l56M'47-4" 
~i 124' 5S' 12-6" 
Es gibt also in diesem Falle zwei Dreiecke, in denen a, b, A 
dieselben Werthe haben. 

Für das eFstere ist nun: . . 

i(b+a)=44'' lO'SO", Kb— a)=6*22' ] 0", i(B— A) = 7» IS'öS-T", 

KBH- A) — 47" ßO' 48-7" 

log sin4 (b -j- a) = 9 -843 1 407 log sin ^B — A) = 9 -8700265 

logtg4(B — A) = 9-1035098 logtgKb — a) = 9-0477731 

ElogsinKb—a) = 0^9549)59^ ■ E log sin 4 (B — A) = 0-8999599 

logcotgJC = 9-9015664 logtg.4c = 9-8177585 

iC = 51°26'l7-6". 4c = 33*18'.59'7" 

C=102»52'36-2" c = 66* 37' 69-5" 

fär das zweite ist: / 

*(b4-a)=44° 10'30", Kb— a) =6*22' 10", ^B— A) == 42'«' 1 1 '3", 

KB+A) = 82^46' 1-3" 

log sin $ Cb + a)<= 9*843 1407 log cos * (B + A) = 9-1000400 

logtgt(B — A) = 9-9567711 ' IogtgUb + a) = 9-9874915 

ElogsinKb — a) = 0-9549159 E log cos \ (B~ A) : = 0-1299746 

logcotg^C = 10-7548277 logtgJc = 9-2175061 

IG = 9' 58' 27" ^c = 9'22'll-5" 

C = 19' 56' 54" c = 18*4.4' 23". 

§.14. 

In einem sphärischen Dreieck sind gegeben eine Seite a, ein ihr 
anliegender Winkel B, und der ihr gegenüberstehende A; die übri- 
gen Stücke demselben zu beätinmien. 

Man hat . ' 

16* 
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• A • T» • i i. • 1. »inasiBB 

&inA:8inB = sma:smD, 8inb = r-— — . 

smA 

Hieran» folgen wieder zwei Werfte von b, und man nmss, wie 

in §• 13 folgrade Fälle unterscheiden: 

I. A+B < 180*, also aucha+b < 180*. (§. 7.) 

/A < B, also auch a.< b, mithin kann b beide Werthe haben 

l)a<90V (zweideutig), 

lA = B, also auch a = b, mithin b < 90® (unzweideutig), 
fA>B, „ „ a>b, „ b<90« 

iA < B, also auch a < b, unmöglich, da sonst a -}- b > 1 80^, 
A = B, „ „ a = b, „ ,„ „ a+b = 180», 
A > B, „ „ a > b, b < 90* (un^sweideutig). 
iA<B, „ „ a < b, unmöglich, da sonst a+b>, 180®, ^ 
A = B, „ „ a==b, „ ,„ „ ^4-b>180*, 
A>B, „ ^ a >~b, b < 90® (unzweideutig). 
n. A-fB = 180*, alsoaucha4-b = 180®. 
iA < B, also auch a< b, alsob > 90®, damit a+b = 180® 

l)a<90®< - (unzweideutig), 

JA = B, also auch a = b, unmöglich, da sonst a -j- b < 180®; 

fA>B, y^ „ a>b, „ ,„ „ a+b<180^, 

(A<B, „ „ a<b, „ ,„ „ a+b>180®, 
2)a=90®|A = B, „ „ a=:b,b = 90' (unzweideutig), 

( A > B, „ ; a > b, unmöglich, da sonst a -f- b < 180^ 

(A<B, „ „ a<b, „ ,„ „ a-fb>180®, 
3)a>90®A = B, „ „ a = b, „ , ,, „ a+b>180®, 

(a>B, „ „ a>b,b< 90® (unzweideutig), 
ni. A+B > 18Ö®, a+t) > 180®. 

/A < B, also aucha < b, b >90®, da sonst a-f-b nicht > 180^ 
l)a<90®) (unzweideutig), 

IA = B, also auch a = b, unmöglich, da sonst a + b < 180®, 
/(a>B, „ „ a>b, ^ , „ „ a+b<180®, 

IA < B, also auch a < b, b > 90® (unzweideutig), • ^ 

A = B, „ „ a = b, unmöglich, da sonst a-f-b = 180®, 
A>B, „ „ a>b, . „ , ,, „ a4-b<180®. 
IA<B, „ „ a < b, b > 90® (unzweideutig), 
A = B, „ „ a = b, b > 90® (unzweideutig), 
A>B, n » a>b, b kann beide Werthe haben (zwei- 
deutig). 
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Zweidäatige Fälle treten aUo nur dann ein, wenh gleichzeitig: 
A-f B < 180", A < B, a < 90»; A+B > 180", A > B, a > ÖO». 

Dass aber diese Fälle wirklich zweideutig sind, ergibt eich wie 
in §.13. 

- §• 15- 

Die in den §§. 9 — 14 behandelten Fälle umfassen die voUstän-» 
dige Auflösang der sphärischen Dreiecke. Wir haben das recht- 
^nklige Dreieck keineswegs davon abgesondert, da dasselbe natür- 
lich unter die allgemeine Regel fajlen mass » wobei wir freilich^mei- 
stens diesen besondem Fall noch besonders erörtert haben. 

Will man die Fälle des rechtwinkligen Dreiecks speziell zusam- 
mengestellt sehen, so kann man sich folgende Tabelle machen : 

Sey A der rechte Winkel , also a die Hypo- 
thenuse, b, c die Katheten, so hat man: 

1) Gegeben b, c d. h. die beiden Katheten. 
(Allgemein gelöst in §. 11.) 

cos a = cos b cos c, cotg C = c^tg c sin b, 
cotgB = cotg b sin c. 

2) Gregeben a und b, d. h. die Hypotfaenuse 
und eine Kathete. (Gelöst in §. 13, Wenn A = 90^, wobei dann für 
a+b < l«0^nothwendiga>b, B < 90*seynmuss;fiira-f-b=180* 
nur a =b, B = 90*; für a + b > 180*, iiur »-< b, B >^0* seyn kann.) 

cosa ^ X X u • t; si'ib 
cosc = — tj cos C = cotgatgb, smB = -; — . 
coso sma 

(B = 90', -wennb^90*, §. 8). 

3) Gegeben B,C d.h. die beiden andern Winkel, (Gelöst in §.10). 

X n X n ^^sC , cosB 

cos a = cotg B cotg C, cosc= . ^ ^ cos b = -r-7:. ^ 
® ^ ' - smB sinC 

4) Gegeben b,C, d.h. eine Kathete und der ihr anliegende Win- 
kel. . (Gelöst in §. 12.) 

T^ 1 . n . tgb , ' COtgC 

cosB = cosbsmC, tg a = - ^ , cotgc= , , . 

co&C • smb 

» 

5) Gegeben a, B, d.h. die Hyjpothenuse und einer der an ihr 
liegenden Winkel. (AUgexnein gelöst in §. 14, wo A = 90". Für 
B < 90^ also A4- B < 180®, also A > B, ist dort, wenn a < 90*, 
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auch b < 90^- weoii a = 90*, b < 90*; wenn a > 90*, b < 90*, För 
B == 90*, alsb A = B kann nnr a = b = 90® seyn. FürB > 90*, also 
A+B > ISO*, und A < B, ist wenn a < 90", b > 90*; wenn a = 90*, 
b > 90*; wenn a > 90*, b > 90"). 

cotgC=:tgBcosa, tgc = tgaeosB, sinb = sinasinB. 

(b = 90*, wennB = 90"). 

6) Gegeben b, B d. h. eine Kathete und der ihr entgegenstehende 
Winkel. (Grelöst in §. 14, wenn man dort die Buchstaben a, b und 
A, B vertauscht. Da dann A = 90*, also wenn A -{- B < 180* seyn 
soll, B < 90", mithin B < A, so wird, wenn b < 90*, a zwei Werthe 
haben und b aber nur < 90* seyn dürfen; für B := 90*, also A -f- B 
= 180*,B = A, kann nuib = a = 90" seyn; furB>90*, alsoA-f B 
> 180*, B > A, kann nur b > 90" seyn, und a bat zwei Werthe). 

sin a = . ^ , cosC = tgbcotga, lgc = tgacosB. 
smB 

a ist absolut zweideutig, ausser wenn.b = B. 

Hat man ein wirkliches Dreieck vor sich, und will gewisse feh- 
lende Stacke aus gewissen gemessenen berechnen, so wird diess na- 
türlich nach dem Obigen keiner weiteni Schwierigkeit unterliegen, 
und man wird auch von vom herein versichert seyn, dass das so 
berechnete Dreieck wirklich bestehe. Denn die gemessenen Stücke 
sind — der Annahme nach -^ aus einem wirklichen Dreiecke ent- 
nommen und sind in genügender Zahl, um das Dreieck zu bestim- 
men; die berechneten Stücke sind aas Gleichungen gefunden wor- 
den, welche jedenfalls richtig sind, und denen, die Stücke des vor- 
handenen Dreiecks genügen; man wird also natürlich nichts Ande- 
res erhalten können,' als eben diese wirklich bestehenden Stücke. 

Da man in den Anwendungen es begreiflicher Weise nur mit 
wirklich bestehenden sphärischen Dreiecken zu thua haben kann, 
so versteht sich ganz von selbst, dass man die in diesem Abschnitte 
aus einander gesetzten Auflösungsmethoden ohne weitere Bedenk- 
lichkeit wird gebrauchen dürfen. 

Wählt man jedoch die Angaben, nach denen gerechnet werden 
soll, beliebig, so muss man natürlich auf die Fundamentalbeziehun- 
gen achten, die wir früher aufgestellt haben. Sie sind : 
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1) In jedem sphärischen Dreiecke sind zwei Seiten zusammen 
grösser als die dritte. (§. 1. Nr. 1.) ' 

2) Die drei Seiten eines sphärischen Dreiecke sind zusammen 
kleiner als 360 •. (§.-l;Nr.4.) 

3) Jede Seite eines sphärischen Dreiecks ist kleiner als 180®. 

4) In jedem sphärischen Dreiecke sind die drei Winkel zusam- 
men grösser als 180®. (^. 1. Nr. 5v) 

6) Dieselben drei Winkel sind aber zusammeü kleiner als 640®. 
(§.l.Nr.3.) ... 

6) Die Differenz zwischen der Sumtne zweier Winkel und dem 
dritten Winkel liegt zwisphen — 180® und 180®. (§. 1. Nr. 5.) 

7) Jeder Winkel eines sphärischen Dreiecksi ist kleiner als 180®. 

8) Dem grössern Winkel* eines sphärischen Dreiecks steht die 
grössere Seite, und der grössern Seite der grössere Winkel- ent- 
gegen. (§. 7.) . 

9) Sind zwei Winkel eines spärischen Dreiecks zusammen grös- 
ser, oder gleich, oder kleiner als 180^, so ist die Summe der ent- 
gegenstehenden Seiten ebenfalls grösser, oder gleich, oder kleiner 
als 180®. (§. 7.) ' 

-10) Ist die Summe zweier Seiten eines sphärischen Dreiecks 
grösser, oder gleich, oder kleiner als 180®, so ist die Summe der 
entgegenstehenden Winkel eben so beschaffen!. (§.7.) 

11) Sind Seiten (Winkel)^ einander gleich, so sind es auch die 
entgegenstehenden Winkel (Seiten). Ein gleichseitiges sphärisches 
Dreieck ist also auch ein gleichwinkliges und umgekehrt. (§.7.) 

12) In einem rechtwinklig sphärischen Dreiecke werden jede 
Kathete und der ihr entgegenstehende Winkel zugleich grösser, oder 
gleich, oder kleiner als 90® seyn. (§. 8. Nr. 1.) 

13) Hat ein sphärisches Dreieck zwei rechte Winkel, so sind 
auch die entgegenstehenden Seiten gleich 90®. (§. 8. Nr. 2.) 

14) Hat ein sphärisches Dreieck eine Seite =:90®, so wird jede 
andere Seite und der ihr entgegenstehende Winkel zugleich grösser, 
oder gleich, oder kleiner als 90® seyn. (§. 8. Nr. 4.) 

Diess sind die Beziehungen, die man im Auge haben muss, wenn 
man Angaben machen will , die wirklichen Dreiecken entsprechen. 
Verletzt man aber diese Beziehungen nicht, so kann man frei 
wählen. Also: ' ' 
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a) wenn man die drei Seiten eines Dreiecks beliebig Wählt, so 
jedoch, dass die Sätze 1—3 nicht verletzt sind, so kann man dar- 
ans immer ein sphärisches Dreieck konstmiren, . , «»•*'• 
also auch berechnen. Seyen AOB, BOG, AOD ^' 
drei Winkel , die den obigen Bedingungen ent^ 
sprechen; nian drehe nun BOG um OB, AOD 
um AO, so werden zwei Kegelflächen entstehen, 
die sich schneiden werden, so dass also die 
Durchschnittslinie die dritte Kante der zu bil- 
denden Ecke ist, wenn OB, OA die zwei andern 
sind. Allerdings sthneideh sich die zwei Ke- ^' 
gelflächen zweimal, so dass zwei dreiseitigid Ecken zu entstehen 
scheinen; da dieselben aber gleiche Kaatenwinkei haben, so haben 
sie apch gleiche Flächenwinkel '(§. 9), und sind also nicht verschie- ' 
den , wenn sie gleich nicht zur Deckung gebracht ^erden können. 
Die Konstruktion der Ecke ist aber auch Konstruktion des Dreiecks. 

b^ Wählt man die Winkel beliebig, aber so, dass die Sätze 4 — 6 
^ nicht verletzt sind, so kann man immer damit ein sphärisches Drei- 
eck (körperliche Ecke) konstruiren. 

Sind A, B C die drei Winkel; 180" — A, 180" — B, .180" — Q 
ihre Ergänzungen zu 180", so werden letztere drei als Seiten be- 
trachtet, den Sätzen 1—3 genügen (§. 1» Nr. 3, 5).^ Man kann also 
mit ihnen, als Seiten ein sphärisches Dreieck koustruiren ;, also gibt 
es ein sphärisches Dreieck, dessen Winkel A,B,G sind (§. 1. Nr. 2). 

c) Wählt man zwei Seiten so , dass der Satz 3 nicht verfitzt 
ist, und einen Winkel so, dass der Satz 7. nicht verletzt ist, so kann 
man, wenn erstere zwei den letztem bilden sollen , damit immer ein 
Dreieck konstruiren. . * , - 

Der Nachweis dieses Satzes ist höchst einfach. Wären in obi- 
ger Figur BOA, BOG die gegebenen Seiten , so drehe man BOG 
um BO, bis AOB und BOG mit einander den gegebenen Winkel 
machen; alsdann bildet OG in seiner neuen' Lage die dritte Kante; 
AO, OB die beiden andern. 

d) Wählt man zwei Winkel so, dass Satz 7, und eine Seite so, 
dass Satz 3 nicht verletzt ist, so kann man damit, wenn erstere an 
letzterer anliegen sollen, immer ein sphärisches Dreieck bilden. 
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4 

Vermittelst des Satzes hi,j§. 1. Nr, 2 wird dieae Behauptung 
au« c) gerechtfertigt. 

. e) Wählt, man zwei Seiten und^^inen Winkel, der der einen 
Seite entgegenstehen soll, ohne, dass die Sätze 3, 7, 14 verletzt 
sind, so wird man damit höchstens zwei Breiecke construiren können. 

Seyen in obiger Figur AOB, BOG die zwei Seitön., der. an OA 
lieg^ende, also BOC en^tgegenstehende Winkel gegeben. Durch OA 
lege man eine Ebene, die .mit AOB den gegebenen Winkel mache; 
um OB beschreibe man, indem man BOG um OB dreht, eineEegel- 
fiäche, so wird dieselbe die. firagliche, oberhalb der Papierebene 
(d. h. der Ebene BOA) befindliche Ebene entweder gax nicht schnei«- 
den, oder in einer Geraden, oder in zwei Geraden, oder in einer Ge- 
raden berühren; dies^ Geraden sind dann aber die dritte Xante. 
Also wird man entweder; gar keine Ecke (sphäriscfaea Breieck), oder 
eine, oder jzwei Ecken erhalten können. 

f) Wählt man zwei Winkel und eine S^eite, die einem Winkel 
entgegenstehen soll, ohne, die Sätze 3, 7, 12 zu verletzen, so kann 
man damit höchstens zwei s|>härische Breiecke konstruiren. Bie 
Rechtfertigung dieser Behauptung ergibt sieh aus e) nach §. 1. Nr.2. 

Es isjL nicht schwer zu übersehen, dass diese Konstruktionen 
auch unmittelbar auf die. oben aufgestellten Sätze 1—14. fuhren 
wurden; wir wollen uns jedoch, da.diess für uns weniger von Inter- 
esse ist, dabei nicht. aufhalten, indem wir dem Leser überlassen, 
sich den konstruktiven Beweis jefier Sätze ans Obigem abzuteiten. 



Dritter Abschnitt. 

BereGlmu;ng der Fläche des sphärischen DrelBcks. 

Wir haben seither den Halbmesser der Kugel nie beachtet, wie 
diess auch ganz in der Ordnung war, da die aufgestellten Beziehun- 
gen ja im Grunde doch nur Beziehungen zwischen Kanten und Flä- 
chenwinkeln dreiseitiger körperlicher Ecken sind. Wenn wir aber 
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von der Fläche eines sphärischen Breiecks sprechen , so ist von 
vom herein klar, dass es anf den Werth des Halbmessers hiebei 
wesentlich ankonunt. Wir werden untei* Fläche des sphäri- 
schen Dreiecks nun denjenigen Theil der Kugelfiäche verstehen, 
der vMt den drei Bögen, welche das Dreieck bilden, und von denen 
jeder kleiner ist als der halbe Umfang des grössten Kreises der 
Kugel , umschlossen ist. Um dieselbe ahejr berechnen zu können, 
müssen, wir zuerst auf einen «tereometrischen Satz zurückkommen. 

Es folgt ganz unmittelbar aus §• 9 , dass wenn in zwei sphäri- 
schen Dreiecken die drei Seiten gegenseitig gleich sind, auch die 
diesen Seiten entgegenstehenden Winkel einander gleich seyn wer- 
den, so wie aus §.10 der umgekehrte Satz sich ergibt. Die Gleich- 
heit der Seiten (§. 1) zieht natürlich auch die Gleichheit der Bögen, 
welche das Dreieck bilden , nach sich. Zwei sphärische Dreiecke 
nun, deren Seiten und Winkel gegenseitig gleich sind, können eine 
solche Lage . haben , dass sie einander decken können, oder auch 
nicht. Das Erstere ist leicht einzusehen ; vom Letztem wird man 
sich die klarste Vorstellung machen^ wenn man sich in die drei 
Eckpunkte eines sphärischen Dreiecks die drei Kugelhalbmesser ge- 
zogen denkt', diese dann rückwärts verlängert,, bis sie die Kugel 
wieder treffen und durch ,die so erhaltißnen Eckpunkte ein Dreieck 
legt. Das letztere hat mit dem erstem offenbar gleiche Seiten, 
wird aber mit demselben nicht zur Deckung gebracht werden können. 

Zwei sphärische Dreiecke auf derselben Kugel, welche sich 
decken, haben natürlich gleiche Fläche ; aber auch zwei Dreiecke, die 
sich nicht decken, wenn nur die Seiten beider gleich sind, haben 
ebenfalls gleiche Fläche. Dieser letzte Satz wird in folgeiider ^ 
Weise bewiesen werden können. , ■ , 

, Sey ABC ein sphärisches Dreieck, OA, OB, OC die drei vom 
Kugelmittelpunkt aus gezogenen Halbmesser, welche, rückwärts 
•verlängert, die Kugel wieder in A' B' G' treffen. Das Kugeldrei- 
eck A' B' C hat nun mit ABC gleiche Seiten, kann ^ber nicht mit 
ihm zur Deckung gebracht werden. Denken wir uns die Sehnen 
AB, AC, BC, so wie A'B', A'C, B'C gezogen, so wird auch 

Sehne AB = A'B^ AC == A'C, BC = B'C 
seyn, also werden die zwei um die (Sehnen-) Dreiecke ABC, A'B'C 
gezogenen Kreise gleiche Halbmesser haben (erste Abth. §.28). 
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Diese Kreise liegen abet auf der Kdgeloberfläche, iadem sie nichts 
Anderes sin^J, als die Durchschnitte der Ebe- 
nen ABC, A'B'C nait der Kugelfläche. Die* 
von denselben umschlossenen Theile tler Ku- 
gelfläche können aber, wie leicht ersichtlich, 
zur Deckung gebracht werden, sind folglich 
gleich gross. Zwischen den Bögen AB, AC, 
BC und dem um ABC beschriebenen kleinen 
Kreise der Kugel liegen zweieckige Flächen- 
Stücke, welche mit den entsprechelideii zwi- 
schen A'B', A'C, B'C und dem um A'B'C 
beschriebenen kleinen Kugelkreise liegenden - 
zur Deckung gebracht werden können. So 
z. B das zwischen AB und dem kleinen 
Kreisbogen AB liegende, mit dem zwischen A'B' und dem klei- 
nen Kreisbogen A'B' liegenden. Zu dem Ende lege man nämlich 
A' auf B, B' auf A, also A'B' auf BA, was immer möglich ist, da 
AB = A'B' ; alsdann wird der kleine Kreisbogen A'B' auf den klei- 
nen Kreisbogen BA fallen, welche zwei ebenfalls gleich gross sind, 
so dass' die Flächenstücke sich decken. Die genannten Flächen- 
stücke sind also, ihrem Inhalte nach gleich gross , und da die gan- 
zen von den kleinen Kreisen umspannten Kugelstöcke es auch sind, 
so ergibt sich ganz unmittelbar die Gleichheit der Flächeninhalte 
der Dreiecke ABC und A'^'C. 

Seyen femer ABP, ACD zwei Halbkreise grösster Kugelkreise, 
also A und D zwei Endpunkte desselben 
Durchmessers") so bildet die Figur ABDCA 
ein sphärisches Zw ei eck, und dessen 
Fläche ist offenbar in der Kugelfläche so 
enthalten , als der Winkel BAC in 360®. 
Bezeichnet man den Winkel BAC mit A, ^ 
und drückt ihn in Graden aus, so hat man 
folglich, wenn r den Kugelhalbmesser be- 
zeichnet: 

Zweieck ABDCA = ilj^^. 

360 

Sey nun ABC ein sphärisches Dreieck, dessen Seiten sämmtlicb 
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ZU ganzen Kreisen verlängert seyen, so werden diese Kreise sicli in 
den Punkten D, E und F nochmals durcliscfaneideA. Die von 
BGFEB umspannte Halbkugel, auf der A liegt, enthält die Dreiecke 
ABC, AEF, ACF, ABE. Nun ist aber leicht zu sehen, <lass die 
Dreiecke BCD und AEF gleiche Fläche haben, indem E in demsel- 
ben Durchmesser mit G, F in demselben mit B, A in demselben mit 
D liegt, was nach dem Obigen die Gleichheit der Flächen bedingt. 
Somit ist ABC +AEF = Zweieck ABDCAzrri^^. 

^ Femer ati/-i i t^at;. r, - ^.r<x%^kr\ 4r'7ir.C ' 

ABC + BAE = Zweieck CBEAC = —^^77— , - 

^ ABC + ACF = Zweieck ABeFA:^^4sK^. 

somit da 

ABC + AEF + ACF + ABE = 2 r *7r, 

hat man, wenn man obige drei Gleichungen addirt: 

, 2ABC + 2r»;r = 4r»;r( '^+3^ + ^ ), 

d.h. die Fläche des Dreiecks ABC verhält sich zur Kugel- 
fläche, wie sich. der-Uebersx5huss der drei Winkel des 
Dreiecks über ISOVerhält zu 720^ 

Dieseq Üeberschuss pflegt man den sphärischen Exzess zu 
nennen und hat also, wenn er mit E bezeichnet wird: 

Fläche des Dreiecks = t^ = J^ = iSO.'eO^eo ' 

. je nachdem E in Graden, oder Minuten, oder Sekunden gegeben ist. 
Offenbar kann man kurzweg schreiben (erste Abthlg. §.33): 

Fläche des Dreiecks = r ^ arc E. (12) 
Da man durch grösste Kreise ein jecjes sphärische Vieleck in 
sphärische Dreiecke zerlegen kann, so ist es l^icht^ den Ausdruck 
för die Fläche desselben zu finden. 

§.17. 
Wie aus der Formel (12) hervorgeht, handelt es sich, um die 
'Fläche des Dreiecks bestimmen zu können, um die Berechnung des 
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sphärischen Exzesses. Wir wollen zu dem f^nde einige Fonneln 
aufstellen, welche dazu dienen können, E zu bestimmen. Gemäss 
§. 1 schwankt übrigens E zwischen und 360*. 
Man hat nun 

A+B + C — ISO'rsE, A+B + C = 180" + E» J (4+B-K) 

=9o;-f-|. 

C08KA+B4-C) = — 8in=, 8inKA+B4-C) = co8|. 
Daraus folgt unmittelbar: 

sin| = — cosKA4-B + C) = — co8f(A+B)cosjG4- 

sinKA+B)8iniC 

cos|(a"f-b)sin40co8^C . cos^(a — b).sin^Ccos^C .^ ^v 

cosjc cosjc ^ 

sinjCcostCr ,, ... A/ '\ t\T 

=. — - — r-^ [cosiCa — b) — cosi(a + b)] 

cos^c L »^ - ^ »\ I >rj 

^sinj^^sjC 2gjjjtasinib(ersteAbthlg.§.14)' 

COSwC 

sin.C sih ^ 3 sin ^b cos ^ a cos ^b 
cos^ccos^acos^b 

cos^acos^bcos^c 
d. h.^nach §.4: 



. E Vsin s . sin (s -^ a) sin (s — b).sin(s — c). ,,„. 

2 * ' . cosjacos^bcosic 

femer 

cos 5 = Bin 1 (A+B+C) = sin \ (A+B) cos f C+cos i ( A+B) sin \ 

2t 

cosj(a — b)cos^jC . cos^(a-f-b)sin^^C .^ ^^^ 

cos^c . ' cos^c 

cosiC^^ — b).sins.sin(s — c)-|-cos4(a+b).sin(s — a)sin(s — b)-ß .^ 

= -' 7- — : r-r ^ ^ (8-4) 

cos^c.smasmb 

cosi(a-^b)[icpsc — ^cos(2s — c)]+cos4(a+b)[^cos(a— b) 

^^ II I -^—^»1 111 I U I! 

cos^csinasinb 
— cos (2 s — a — b)] (erste Abthlg. §. 14Formeln (2.4)) 



cos 
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COS I (a — b) cos c — cos J (a — b) cos (a 4"i) + cos J (a-j- b). 

cos (a — b) — cos ^(a-f- b) cos c " 

2co8^csinasinb 
cosc[cosJ(a — b) — cos^(a-|-b)] — cos^(a — b)[2cos*^(a+b) — 1] 
+ co8Ka+b)[2cos'j(a — b)— 1] (ersteAbthlg. §. 14(23)) 

2cos^csina8inb 
2coscsin^a.sin^b — 2cosi(a — b) cos |(a + b) £cos |(a + b) 
— cosJ(a — b)] + cosJ(ä — b) — cos^(a-|-b) 

2cos^csinasmb 
2coscsiiifa8mJb + [cosa+cosb].2siDiasm^b+2smiasinJb 
^ 2cos^c.2sin^acos^a.2siD^bcos^b 

^_^ oos c + cos a -f" cos b + 1 

4cos^ccos^acos^b 
oder wenn man cos c = 2 cos '^c — 1 n. s. w. setzt: 

E cosa+cosb-|-cosc-f-l cos^Ja+cos^^b-f-cos^^c — 1 

2 . 4cos^acos^bcos^c 2cos^acos4bcos^c 

Nach §. 14 der ersten AbtheÜnng. ist, wenn man die Formeln 
(13) und <14) beachtet; 

E 
2 2cosiacosJbcos^c--cos*^a— cos^^b— cos^^c+1 

. E V sin 8 . sin (s — a) sin (s — b) sin (s^ — c) 

2 

(1 — cos^^a)(l — cos^^b) — (cos^acos^b — cos^c)^ 

V sin 8 . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 
sin^^asin*^b-^(cos|acosJb — cos Je)* 

Vsin 8 . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 
[8inJasinJb-4~cosJaco8jb — cosJc]£sinJasinJb — cosjacosjb 

V* sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 

+ C08ic] (daM' — N* = (M+N)(M — N)) 
[co8j(a — b) — cos Je] [cos Je — cosJ(a-}-b)3 

V sin 8 . sin (s — a) sin (s — b) $in (s — c) 

. ra— b4•c^ . /"c-f b—a^ _ . a+b-fc . /"a+b— c^ 
2sm(^ . 4 J ^^°l 4 J.2sm ^^ .sin(^-L^— J 

V sin s . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 

(8— b"\ , fs — arx . 8 . A— A 



=?4 



V sin 8 . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 
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sm'— .siü^--:: — .sm' — r — ;sin'- 



d.h. 



__ . s s . s-a s-a . s-b s-b . s-c - s-c 
1 6 sm ^cos — . sm -r- cos ^^. sm — ^ cos — - sm -r- cos -;r— 

2t It ^ 2t 2 2 2 ■ ^ 

tgiE = Vtg|tg«-^tgl=^tg«-=^. (15)- 



(Ein anderer Beweis^ desselben Satzes befindet sich in Grnnertß 
Archiv XX S. 368). 

Man hat femer: 
c.tg|=-.8KA+B+C)=-^i^g±|t§Cer...Abtt.§.8, 

__ _ cosKa — b)cotg^C + cosKa + b)tg^C g 
cos^a + b) — cos^a — b)fgiCcotgiC ^^^^ 

cosJCa — b)cotg^C+<50si(a4-b)tg^C 

cos^ta — b) — cos^(a-|-b)' 
cos^Ca — b)cos'fC + co&f(a + b)sin^$C 

2 sin^ C cos^ C . sin'.— . sin ~ 

2 2 

cos^(a — b) + [cosi(a + b)— rcos^Ca — b)]sin^iC 

. /->, . 3» . b 

sinCsitt— sin — 

2 2 

.ab 
cos 4 (a — b) -^ 2 sin— sin — sin* J C 

__ ^ .2 2 ^ 

smCsm— Sin— - * 

2 2 

cosJ(a — b) 2sin*iC cos^(a — b) ^ 

. ^ .. a . b smQ . -^ . a . b 

sinCsin — sm— . sinCsinr-sm— 

2 2 _ '22 

Da auch 

' • .ab' 

cosJ(a— b) . 4u I • 1 • ii. cptg-cotg- 1 

cosiacos^b + sin^asmtb 2 2 . ' 

: ^-z r = — znr?\ — "+; 



'. ^ . a' . b ..^ . a . b sinC '^sinC 

smCßin— sin— smCsin^-sin — 

2 2, 22, 

und - 
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1 ,• ^ 1 ^"2 i"^ cosC -^ 

itaC-^Sf ^ = ■ . c C C=, . C . C=^taC=^"*«^' 

2 sin— cos— cos^ 2 sin —cos— 

so hat man , 

, E cosKa-b) '.^ cotg|cotg| 

°"*g2= ..' . a.b -*g^^= sinC +^"^^- ^^^> 
sinUsin— Sin— 
2 2 

Da endlich 

A+B + C = 180*+E, A = 18tf-|-E — (B + C), 

so hat man 

COS A = cos [180^-f E — (B+ O], 

also (§.12): 

cos[1800 + E-(B + C)] = - ^"^°/^"^^y + 9 , (ir) 

' cosy 

wenn tgy=tgBco8a 

ist. Da 180^ -;{-E — (B + C) zwischen und iSOMiegt, so^bestimmt 

(17) diese Winkel, üebrigens kann man anch schreiben: 

coa(B + C-E) = ^°^°°°^^» + ^^ 170 
- . cosy . ^ 

und es liegt B + C — E zwischen und 180®. 

Die Formeln (13), (14), (16). geben E aus den drei Seiten, 
und zwar (16) ganz unzweifelhaft, da'J E zwischen und OO^iegt; 
die (14) dessgleichen , da f E zwischen und 180® liegt; die For- 
mel (13) kann jedoch zwei Werthe von \ E geben, und wenn man 
sie anwenden will , muss man vorher wissen , ob ^ E zwischen 

und 90®, oder zwischen W und 180® liegt. Die Formel (16) 

E 

gibt — unzweifelhaft aus ^wei Seiten und dem von ihnen gebildeten 

2 ^ 

Winkel, während (IT') E ebenfalls genau aus einer Seite' und den 
zwei anliegenden Winkeln gibt. 

§•18- . . ■ ■ • : 

Wir wollen hier noch, einige Aufgaben beifugen , deren Lösung 
sich aus dem Vorstehenden unmittelbar ergibt. 

1) Man kennt die Fläche F eines sphärischen Dreiecks , so wie 
zwei seiner Winkel, das Dreieck soll bestimmt werden. 
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Sind B and C die gegebenen Winkel» r der Halbmesser der Ku- 
gel, C der, dritte Winkel uiid E ^er jsphärische Exzefes, so, ist 

A4-B + C = 180*-|-E,B=A + B + C — 180», 
also nach (12) in §. 16: 

. arc(A;+B+C— 180'») = ^, 

» X * 

woraus in Sekunden : 

■ .;,A=180«-(B + C) + ^l«2;^. ■ , 

wenn auch ISO*' — (B + C) in Sekunden gegeben wird. Jetzt kennt 
man A und kann nach §.10 das Dreieck bestimmen. 

2) Man kennt 4ie Fläche F nebst zwei' Seiten a, b; das Drei- 
eck sqU bestimmt werden. 

Nach (12) ist ^ F 

arcE = -r, 
r* 

woraus E folgt. In (16) hat man nun: 

^ a b 

/ ^ cotg-.cotg^ 

""^«2= sinC +^"'g^- 

woraus - r^ ^ ^ ri x ^ i ^ 

smi; cotg - — cos C = cotg - cotg - 

.' E. ri.E ab.E 
sm C eos — — cos C sm — = cotg —cotg — . sm --, 

sm ^^C -- -^ = cotg - cotg - sm -. 

E 

Da nun -- < 180^ §o ist , die zweite Seite dieser Gleichung po- 

E 
sitiv und also C — — positiv und kleiner als 180'. Dabei sind aber 

-^ » ' ■• • 

E . 
noch zwei Werthe von C — — möglich , wovon der eine unter 90®, 

der andere über 90" ist. Fällt .dabei C noch unter 180^ jius, so sind 
beide Werthe zulässig. 

3) Man soll ein sphärisches Dreieck durch einen Bogen vom 
Punkte A aus halbiren. 

Sey D der Punkt , in welchem der halbirende Bogen die .Seite 
BC trifft; in dem Dreiecke ABD kennt man nun die Seite AB = c, 
den Winkel B und die Fläche F = der halben Fläche des Dreiecks ABG. 

Dienerer, sphärische Trigronometrie. " 1< 
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Ist also E der spb&rkche Exzess dieses Dreiecks, berechnet aas 

P 

der Gleichnng arc E-s=-^, so hat man nach (16): 

E ^^^'^^ei^^. 



E /^ E'\ c 

cptg-— cotgB ua[B—-yig- 



«otg$6D= 8inB= „ 

^ C ' - , . Cj 

cotg- sm- 
wodnrch \ BD^ also auch BD gefttnden wird« 



TIeiter Absdhnltt. 



Vei^leichiuig der sphftrisehen Dreiäc^^ deren Seitoi klein sind im 
Verhiltnisi snm Kühmeiser dUr Kngel, mit ebenen Dreieicken, 

Wir wollen annebmeov die Grössen a. b, c bedenten die Längen 
der Bögen BC, AC, AB, nnd es sey r der Halb- 
messer der Kngel, den wir so gross annehmen, 

a b ' c 
dass die Quotienten — , — , — klein genug seyen, 

r r r • 

dass man ihre sechsten und hohem Potenzen ver- 
nachlässigen könne (wobei wir also alle diejenigen - 
Grössen n^eglassen, die r' im Nenner haben, wäh- 
rend der Zähler s^us a, b, c besteht). Seyen femer A, B, C die 
Winkel des sphärischen Dreiecks; A', B^ C die Winkel eines ebe- 
nen Dreiecks, dessen Seiten gleich a,^b, c seyen, F die Fläche die- 
ses ebenen Dreiecks. 

Unter all den gemachten Voraussetzungen hat man nach §. 16 
der ersten Abtheilung in dem Ausdruck (§. 4) 

. ^ 2 V sin 8 . sin (s — a) sin (s— b) sin (s — c)' 

Sm L = ; ;; — r • ' 

sma.smb 
m setzen : 
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und erhält; 




8inC=2 



7['-4(7)'+Bö(T)']^m(-)' 
1 p^a^*-|8-br Ifs-b^» 1 

"^120V t J S X V} l^y X J "^120 

(^^)']? [-I(v^)+Tr,(?y]- 

7["-i(7)*+iro(T)']7H(7)V,|öG)*] 

MnltipBzirt man and lässt Alles weg, was r' in den Nenner er- 
hält, so hat man hieraus : . 

. ^ 2V8( s^a)(s-~b)(s~b) 

&in C = ^ r ^^ • 

.ab 

lMr(8^a)»+(8--b)g+(s->c)» >*+( 8.-a) * +(8-b)*+(s>-.c)^ 
6r* "*" "'l20r* 




1-- ^^^ 

36 



„^ I ■ I ■ 11 ■ I '■ ■■■'■ , ■■ _ — :. I ■ I I ■■■ ii ■ 



a'+b» a*+b* a^b» 
6r» ■•" 120r*"*'36r* 



V "^. ~" 86 r 

2F 



1 8» + (8-a)»+(«~b)»+(s-c)' . »^+(g^a)*+(s-b)*+(»-c)* 
^^ W^ ^ 120r* 

gV8-a)»+»'(«-^'+»'(«-<^)'+(«-^)*<»-^'+(«-^)^»'<^)H<s-b)Vc)' 



~^- a»+b^ a*+b* . a'b» 

6r* "^ 120r* "^SÖr* 

(erste" Abthlg. §.28)/ Nun ist im Allgemeinen: 



* Man findet dieges in folgender Weise. Sey 

hat mui, wenn man qnadiirt, und obige Einsdutakimg beaditet: 

, «_L.'»_i4-£ia.?l4.£.' 



•n 
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demnach ist die obige Grösse unter dem Quadratwnrzelzeichen gideh: 

12r» 



+ 



8*+(8-a)*4-(8-b)*+(8-c)* 



+ 



240r* 

|8»(8_a)'-f8»(8— b)* + &*(8 — c)*H-(8 — a)*(8 — b)' 

!+(s-a)'(8— c)»+(8— b)*(s— c)» 



72r* 
U*+(s— a)*+(8— b)*+(8— c)*-|-2s*(s— 4)»+2s»(8-b)» 
H-28 *(b-c) *+2(8- a) *(s-b) *+2(s-a) *(s-c) *+2(8-b) *(s-c) * 

288r* 
_. s»+(8-a)»+(8-b)'+(s-c)* 

|8*+(fr— a)*+(8— b)*4-(8— c)»+10[s»(8— a)»-j-s»(s-b)» 
J4-s»(8-c) *+(B-a) *(8-b) *+(8-a) Xs-t) *+(s-b) *(n-c) »J 
"•" I440r* 

s»+(8-a)!+(8-b)^+(8-c)» 
""* 12r» 



|[8*+(s— a)'-K8-b)'+(8-c>*J»+8[8»(s-a)»+8*(s-b)» 
i+8»(B-c)*+(s-a)*(8-b)»+(s-a)»(^-c)*-f(8-b)»(8-c)»]. 
"^ 1440r* 

Non ist 
8=Ka+b+c),8— a=i(— a+b+c), 8— b = Ka— b+c), 

8 — c=|(a-|-b — «); 
bierans folgt: 

8»+(s— a)»+(8— b»+(8— c)» = a*+b»4-c*. 
Ferner nach §. 23 der ersten Abtheilong: 

A' ' B' C 

— &) ^ bcCOfi*-^. 8 (» — Vi =.ac cos*—, r ^r— n^ =: ahnns* — 



8(8 a) = bcC08*— ,8(8 b)=vaCCOS*— , 8(8 c)=:abC08*— , 

C 'B' 

(s— a)(8 — b) = absin*—, (6-*-a) (s— c) = acsin'— , 

.2 

A' 
(s — b)(8 — c)=bc8in*— ; 

2 ' 



nMitai: 2x= — o,2y+x* = ft 

d.h.x = — i«,2y = /l—x' = ^— ia».y =!$(»— J««, 
«eldie« die im Texte angegebenen Weithe sind. 
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hieraus: ^ 

«*(8— a)'+$»(s-^b)»+8*(8-^c)»+(s— a)»(s-b)'H-(8— a)» 

(s - c)» + (s— b)» (8 — c)» = b'c»-[co8» Y+ sin*^] + 

a^c'l cos*— Tir-sin*— l-{-a'b'l ws -^+sin*— J. 

Nun ist (erste Abthlg..§. 14): , ;■ 

»A' , . ;A' ri+cosA'^V» , ri— cosA'^* r+cos»A/., 
co8»--|-8m»-=i(^ 2~/ +V 2 J =~^ ' 

mithin letztere Grösse gleich 

b*c» a*c» a*b* b*c»co8*A^-^a*c^co8»B^+a*b*co8C^ 

«2 "^ 2 "*" 2 "*~ ., 2 

a*b»+a»c*+b*c* 

n)»4-c*-a^y r a*+c'-b* Y ra»-f-b^*y 

A 2. J y 2 J y. 2 Jl(e„teAWh.i.22.) 

■t" 2 - 

4(a'b»+a»c»+b»c»)-f3(a*-H)*-l-c*)-2(a*b»4-a*c'+b'c') 

- —. g - : : ■■ 

a(a»b*+a *c*+b'c')+3(a*+b*+c*) 
= ■ g — . 

Die durch 1440t* dividirte Grösse ist also: 
(a»^b*+c»)*+2(a'b*+a»c»+b»c*)+3(a*+b*+c*) 

= 4[a»+b»+c*4a*b»+a»c*+b.'c*], 

mithin endlich : 

!a«-t-b'+c' a*+b*+c*+äV+a'c'+b*c' l 
^~ 12r* "*" . 360r* ' ( 

^ ; /a' + b*' a*+b» ' a'b» 
6r* "^ l20r* """SÖr* 
Dividirt man mit dem Nenner noch in den Zähler und vernach- 
lässigt wie oben, so erhält man: 

. ^ 2Fr\ , a' +b*-c» : 3(a*+b*)+c*+a' b' -4(aV+bV )1 * 
*"'^=Ibü+ 12r» ': : "^r* . J 

als Enijwerth von ßin C. 

♦ Die Division von 1 j+-4 ^wch 1 — T + -# 8^^*- ^ "l ^ 

a'(a'Lay+ß-ß' J^ J^ \ 

' r* 
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Nun ißt (erste AbthJg. §. 28) : ., 

2F 

• a1> ' 

also hat man 

sin C = sinC -i — ?- 1 -., i - • — 

ab L 12r' 

■ , 3(a*-l-b*) + c»+a*b»— 4(a*c*-fbV)T 
+ [ 36Ö? J' 

. « . o. 2Fra»+b*-c» . 3(a*+b*)+c»+a»b»-4(a*cH-b'c*)-| 
8mC-8mC'=^|_-J2?-< 3607* ~J- 

Daraas ergibt sich, dass C und.C^ nicht viel verschieden sind.* 
Man wird also C — C' als nur wenig Sekunden (in der Regel) be- 
tragend ansehen. . Setzen wir demnach 

C = C' + x, arcx = 3+J, 

r r 

wo u und V zwei unbekannte Grössen sind. Diese Annahme ist nach 

dem Obenstehenden gerechtfertigt , und wird sich nochmals durch 

das Endresultat rechtfertigen. Es erfolgt aus dieser Annahme: 

4i* u* 

arc* X = —7, arc' X = 0, cos x = 1 — 4 arc^ x ...== 1 — i--^ 
r* - ^ * r*^ 



a' + b' + c* .^ a* + b* + c^+a*b^>a*c'4rb'c ' ^ ^ a*+b.» 
"" 12 '^" äÖÖ •" ~ 6 * 



^ " 120 ^ 36 ' 



setzt man diese Wertiie» so ist 

b^~< _ 

12 '"'** ""'" * ^^2 



« -« = -TS ,«'(«' — a) = ! ^^5-^ _, 



, c* — 2(a*+b*) — 9a*b* + a*c* + b*c» 
^ *^ 360 . 



a'(«'-a) + /f~^ = 



5(a* + 2a*b* + b*) — 5(a*c*+t*<j*) + c* — 2(a*+b*) 

~9aH« + a'c'+b*c^ 



360 

3(a*+b*) + c* + a'b^ — 4(a^c^H-b^c^) 

- §go • 

* Aus der ungefähren Gleichheit von sin C und sin C folgt allerdings nur, dass 
entweder C = C oder C + C = 180**; da man aber aus den Werthen von sin ^ C 
und sin 7 C in §. 4 und §. 23 der ersten Abtfaeilong ebenfalls schKesst, dass unge- 
fähr sin ^ C = siu 7 C\ so ist die oben angegebene Schlussweise gerechtfertigt. 
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sinx = arcx — ^aro'x..«c= -j + i 

wenn man, wie immet, die Grössen mit r^ im Nenner weglässt,* 
mithin 

inC = sin(C'+x) = sinC'cosx-f-cosC'sinx = sinC'ri— i-jj 



sm 



d.h. 



8inC-8inC'^ - Ji!,8mC'+cosC'(p+ J,) 



2F ra'+b*— c» 3(a*+b*)+c*+»'b»— 4(a*c*+b*.c*n 
"~abL 12 r* "•" 360t* J' 

und also znr Bestimmung von o, v (wenn man die Grössen beider- 
seits gleichsetzt, die dieselbe Potenz von r im Nenner haben): 

^, 2F a*+b*-c* u» . _/. ^ „, 

ucosC<=-'-r- — '-t:; , — — smC+vcosC 

ab .12 2 

_2F 3(a*+b*)+c*+a*b*— 4(a*c'+b*c^) 
""ab*. 360 

d. h. da (erste Abthlg. §. 22) a*+b*— c* = 2abcosC', also 

2F a*+.b*— c^FcosC^ 
ab ■ 12 ■" 3 * - 

Ff, .F»^ 
"==3'V =JJ' 

^, 2F 3(a*+b*)-|-c*+a'b»-4(a»c»+bV) , F» . _, 

d.h. ' ' 

ns • '^T3(a*+b*)-fc*+a*b' -4(a*c'+b'c*)+20Fn 
vcosC =8mC'l — ^ — ■ i =^jr 1. 

Aber (erste Abthlg. §. 28) : 

F» = j^(a + b+c)(a+b-c)(a-b + c)(-a-Hb-|-c) 

= -l(2a»b»+2a»c*+2b»c* — a* — b»— c*), 
- Ib 



P' - «ir pX na*+b*)-c*4-14a»b»-6(a»o' + b*c') -l 
C -smC l ^^ ■ j 
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. ^, (»*+b'-c*)(7a*4-7b* + c») 

= 8inC' 1440 

2abco8C^8inCH7a*+7b*+c*) 

~ 1440 

2absinC'(7a"+7b^-t-c*) 4F(7a'+7b»+c') 



v = 



1440 \ 1440 

■ F(7a»+-7b»-|-c') 



360 
mithm _ F , F(7a'+7b»+.c») 

180 . 60 .60 



also wenn wieder — = q, so hat man in öekniMren : 

^~^-3r*L^^ 120r* J' 
d. h. imui hat folgendes Gleichnngssystem.: 

Addirt man diese Gleichungen > beachtet dass A' + ß'+ C'= 1 80', 
A+B + C = 180*+E (§. 16), 80 hat man in Sekunden: 

Würde man schon die. mit r*dividirten Glieder vernachlässigen, 
so hätte man : 

E = j^p, A = A'+iE, B = B' + JE, C^C'+JE, j ^^^^ 

A'=:A — ^E, B' = B — JE, C' = C— JE,j 
d.h. unfer dieser .Voraussetzung wird das sphärische Dreieck 
wie ein ebenes angesehen, also auch berechnet werden 
können, wenn man zuerst jede^i Winkel des sphärischen 
Dreiecks um den dritten Theil des sphärischen Exzesses 
vermindert.* Dieser Satz rührt vonLegendre h^r und trägt 
seinen Namen. 



r 

* Genau gesprochen« heisst der Satz i^o: Weni\ ein sphärisches Dreieck, dessen 
Seiten klein sind im Verhältniss zum Halbmessier der Kugel, mit einem ebenen 
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Ist Fl die Fläche des spbärisdien Dreiecks, so ist nach §. 16. 
Fl =r*arcE, also ' 

welche Formel denselben Grad der Genauigkeit hat, wie (20). 

§.20.' 

Der in den Formeln (20) ausgesprochene JLegendr e' sehe Satz 
ist von der grö89ten Wichtigkeit far die Anwendungeti. Er zeigt näm- 
lich, wie man, statt ein sphärisches Dreieck zu berechnen, ein ebe- 
nes berechnen kann. Da nun in der Regel letztere Rechnung weit 
kürzer ist, so ist daduirch natürlich eine grosse Erleichterung für den 
Rechner erzielt. 

Wir wollen nun die einzelnen Fälle, wie sie vorkonunen können, 
betrachten, und dabei sogleich annehtien, dass a, b, c oder die Sei- 
ten des sphärischen Dreiecks, in Längehmass, natürlich demselben 
wie r oder der Kugelhalbmesser, gegeben seyen. 

1) Kennt ipan die drei Seiten a, b, c des sphärischeii Dreiecks, 
das wir natürlich von der hier betrachteten Beschaffenheit anneh- 
men, so wird man zuerst E nach der Formel 

F = iV(a-^b.+ c)(a+b — c)(a-b4-c)(— a+b + c) 

^Vs(s — a)(s — b)(« — c) 
beirechnen; dann- gibt (20) E in Sekunden; berechnet man (nach 
§.26 der ersten Abthlg.) die drei Winkel A', B', G' de« ebenen. 
Dreiecks, in dem a, b, c die Seiten sind^^ so findet man die drei Win- 
kel A, B, C des sphärischen Dreiecks ebenfalls nach (20). 

2) Kennt man zwei Seiten a, b nebst dem Winkel C, den sie 
bilden, so Wird man F nach der Formel (erste Abth. §. 28): 

F = iabsiöC' 
zu berechnen haben, wobei freilich C = C — ^E seyn soll; E kennt 
man ajber nicht, soll es im Gegentheil erst finden. Setzt man aber 

3r'^ 
so hat mati - 



Dreiecke gleich lange Seiteu hat, so sind die Winkel des ersten gleich den entspre- 
chenden des zweiten, wenn jeder der letztern um den' dritten Theil des sphärischen 
Exzesses 'vermehrt wird. 
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^ p .ab^ . r^ PI .aber • n ^ 

P 1 

cosCsiB^-^e l- 

Da man liier diejenigen Grössen vernachlässigt, welches r* im 
Nenner haben, so ist ' 

F PF* 

also 

r^ i^^F- n ^ n ^1 /absmC 

E =4-^L8mC— <f08C.^Je = i— 5pf— ^. 

da i ^ * zu vernachlässigen ist. Somit berechnet man E nach 

der Formel 

^ dbsinC ' ' . 

berechnet femer das ebene Dreieck, das die Seiten a, b, nebst dem 
von ihnen gebildeten Winkel C — iE hat (erste Abthlg. §. 25); sind 
dann A^ B' die zwei andern Winkel, c die dritte Seite; so ist auch 
c die dritte Seite des sphärischen Dreiecks, A' + jE, B' + JE die 
zwei andern Winkel. v . 

3) Man kennt eine Seite c nebst den zwei anliegenden Winkeln 
A und B. Alsdann ist (erste Abthlg. §. 28); 

c^sinA'sinB' 

*""2sXA'+B0' 

Nun ist 



also 



A'-^A— JB — A— gp, B' — B,— — j, . 

• Ai • Tii sinlA — ;r-^).sin|B — ;7-^ ) 
slnA^8lnB'_ V 3rV \. 3rV 

sin(A'+B') ~ . r. , ^ 2Fe'\ 



mithin 



F c' *" 



^ = J^? = 2P^ 



■''i--lhX--l0 



sin(A+B-^) 
I 



I 

/ 
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. 1 sinA — cosA.^— i ) I sinB — cosB.^—i 1 
QC ^ 3r" V . 3r" 

^'** 8m(A+B)-co8(A-f-B).|^, 

P 

, j-sin A sin B -— sin (A+B). 5-5-1 ^i . . . „ 
_ QC \ 3r* I (^ sm A . smB 

■-sin(A4-B)— co8(A+B) .^J 

wenn man die Division vollzieht und auf die seither festgehaltene 
Besehranknng achtet. Also, wird man jetzt E nach -der Formel' 

g£* sinA.sinB 

27^'sin(A + B) 

/ - 

berechnen; dann ein ebenes Dreieck auflösen, in dem c eine Seite, 
A — JE, B — JE die anliegenden Winkel sind, und so den dritten 
Winkel G^ nebst den zwd andern Seiten a, b erhalten (erste Abthlg. 
§. 24); letztere sind die Längen der zwei fehlenden Seiten des sphä- 
rischen Dreiecks; der fehlende Winkel ist C'+iE. 

4) In den Anwendungen liegt die Aufgabe durchweg so , dass 
man eine Seite c nebst den zwei anliegenden Winkeln wie in Nr. 3, 
oder nebst allen drei Winkeln A, B, C kennt. In letzterm Falle 
wird man übrigens den sphärischen Excess nicht geradezu aus der 
Gleichung A + B-f-G -- 180" = E ableiten könne, da A, B, C als 
aus der Beobachtung genommen, mit den unvermeidlichen Beobach- 
tungsfehlem (erste Abthlg. §^ 46) behaftet sind. In diesem Falle 
wird man A, B, C zuerst auf 180® ausgleichen, d. h. wenn A + B -j- C 
= 180® -f^ a, von A, B, C die Grösse J a abziehen, und nun mit 
diesen drei Winkeln und der Seite c nach §. 28 der ersten Abthei-^ 
lung die Grösse F berechnen. Der sphärische Excess ergibt sich 
dann nach der Formel (20). Einer weitem Rechnung müssen da;nn 
allerdings noch ausgleichende Rechnungen vorausgehen, über die 
wir uns hier nicht weiter verbreiten können. (Vergl. §..26.) 

Fällt die nach den gegebenen Formeln berechnete Grösse E der- 
massen klein aus, dass sie nicht mehr beachtet werden kann, so ist 
das Dreieck geradezu als ein ebenes anzusehen. 

Wir wollen nun an einem sgeziellen Falle zeigen , in wie weit 
man berechtigt ist, den Legendre'schen Satz anzuwenden. Aus 
Gleichung (16) in §. 17 folgt, dass für = 90®, die Grösse E ihren 
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Maximomwerth erreicht^'B^etzei) wir also in Nr. 2; G = 90® und neh- 
men an, e& sey 

, r/r 
^ = •^ = 180^ 
d. h. die Seiten des sphärischen Dreiecks umfassen einen Grad (den 
360. Tbeil des Umfangs des grössten Kreises). 
Nach §.11 hat man hier 

cotfi:45® 

tgB== — = tgA, tgic = tgacesB. 

cos a* 

logcotg45»— lO'OOOOOOOOOO log tgl» = 8-2419214687 

E log cos 1 * = 0-0000661502 log cos B ^ 984945 1 9245 

' logtgB = 10-0000661502 logtgic = 8-0913733932 

B = A = 46''0' 15-70879^' ^c = 0'»42' 26-51979" 

c = l»24'51-03958" 

Nach §. 20 der ersten Abtheilnng und dem Vorstehenden ist nan : 

-, ■ absinC abo 

also hätte man {E = 10*47197'' mithin ein Dreieck zu berechnen, 
för weiches 

a = ^ = b, C' = 89* 59' 4(^-52802". 

DanunA'=B', soistA'===B' = 90« — iC' = 45®0'6-23698"; 
femer (erste Abth. §. 21): 

c:;=2asinAC'=::^6in44®59'54-76401" 
* 90 

log TT = 0-497 1498 726 

log sin i C = 9-849 4739 774 

E log 90 = 8-045 7574 905 



log- ~ 8-392 3813 405—10 
r 



Also muss jetzt 

A = A' + iE = 45^0' 15-70795" = B 
seyn. Man sieht zunächst, dass A und B die obigen Werthe ha- 
ben, wenigstens bis auf 0*001''. Was den obigen Werth von c an- 
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belangt» so wird er in Winkelmass (c") leicht erhalten werden ver- 
tnitlelstd«r Proportion: 

,o^ ^^ /.^ .. n c 180.60.60 

r7r:180.60.60=:c:e", c" = -. . 

r n 

log- = 8-3023813406 

log 180 = 2-2552725 Oßl 

log 3600 = 3-556 3025 008 

Elog7r = 9-5028501 273 



3-7068064737 
c''= 5091-03958" = r 24' 51-03958", 
so dass, wie man sieht, beide Werthe yollkommen znsanunenstim- 
men. £in 6rad beträgt auf der Erde ungefähr 15 Meilen; $ind also 
die Seiten von Dreiecken auf der Erde von dieser Länge,, so kann 
man ohne irgend ein Bedenken den Legendre* sehen Satz anwenden. 

§.21. 

Es gibt^och einige in der Praxis häufig vorkomniende Fälle, in 
denen durch annähernde Rechnung' in ziemlich einfacher Weise das 
gesuchte Resultat erli^alten werden kann. Wir wollen' von diesen 
jedoch nur die zwei folgenden besonders untersuchen. 

1) Gesetzt die Seiten a, b (in dem Sinne des §.1) eines sphä- 
rischen Dreiecksseyen nahezu =90®, so wird in den Formeln (2) die 
Grösse s = i (a+b-f-c) nahezu ==: 90® + J c, s -:— c also nahezu 
90® — Je; s — a und s — b nahezu Je sefyn, mithin siffs, sin(s — c) 
sin (s — a), sin (s — b) nahezu cos J c und sin J c. Die Formeln 
(2) werden nun den Winkel C allerdings immer geben, allein da 
auch ün a und sin b nahezu 1 sind, so Vird man ungefähr sin J C 
= siii Je, also ungefähr C = c haben. Eben desshalb lässt sich für 
diesen Fajl eine Formel aufstellen, vermittelst der manC leicht aus 
a, b, c erhält. 

Sey nämlich 

a = 90® — a, b = 90® — /J, C = c + x, 
wo nun X so klein sey, dass man arc'x vernachlässigen könne. 
Alsdann ist: 

cosa = sina, cosb=.sin/?, sina::=cosa, sinb=cos/S, 
und da auch a und ß nur klein sind : 
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cosa = arca, cos b = arc/9, sin a = 1 — ^ arc^a, sinb = 1 — ^arc'/J, 

wo man also erst arc 'a, arc ^ß nicht mehr beachtet Nach §. 3 ist nun : 

^ cos c — cos acos b 

cos C = : r-r • 

smasmb 

d. h. das C = c-j-x: 

cosc — arca arc/? 



cos c cos X — sm c sm x = 



1— 4(arc*a-f arcVy 
> wenn man die über die zweite hinaus gehenden Potenzen von arc o, 

arc ß vernachlässigt. Setzt man also cos x = 1, sin ^ = arc x, so ist 

.cosc — arca.arci? 

cos C sm C arc X = :; -7 = ; s-TT 

1 — i(arc'a+arc'/y) 

[cosc — BXCä.2iXQß^W'^{(2i,rC^a-^SLTQ'^ßy] .. 

"~[1— i(arc'a + arcV)JLl+4(arc'a + arc»/S^)] 
= cosc — arca.arc/?-j-Jcosc(arc*a+arc'/?), 

welchen Werth man durch Division ebenfalls erhalten hätte. Daraus 

folgt offenbar 

— sine arc x = — arcaarc/?4"T^^8^(*^^*^~l"2irc^/^) 

= — arca.arc/?(cos'4c-^sin*Jc)+i(c^s*ic — ßm'4<^) 
(arc'V+arc'/J) 

^/^arc«+arc/9^' . 1. 1 «.rarca— arc/9^, ,. 
r=— 2(^ Y ) ßi» ic + 2(^ 2 ^J'cos'ic, 

also da sinc = 2&in^ocos4c: , 

(surca + arcÄ^^^ , f&rca — arcÄA, ^ , 
:^ ^ 'J tgic— (^ ^J'cotgjc. 

Da hieraus folgt, dass arc^ x schon die vierten Potenzen von 
arcä, .« enthält, so ist dieser Werth von arc^ genau genug. Wer- 
den a und ß in Sekunden gegeben und bedeutet ^ wie immer die 

180. 6Q.60 .•, , . c 1 ^ r^ X « 
, so ist also m Sekunden I daarcx=:— , arca=— , 



Zahl 



M)- 



arc. 

Setzt man umgekehrt - 

c=:C + z 
so ii^t klar, däss z = — x, und wenn man in der Formel (a) statt c 
setzt C, so wird man keinen merklichen Fehler begehen, indem die 
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neben tg { c, cotg \ c stehenden Faktoren selbst klein sind. Also 

hat man : . . 

c = C+z.z = i(^)'cotgiC-i(^)\giC. (b) 

Wären ä, b etwas weniges grösser als 90^ so wären a und ß 
negativ. 

2) In einem sphärischen Dreiecke seyen zwei Seiten a und b, 
nebst dem von ihnen gebildeten Winkel G gegeben; die Seite a aber 
sey sehr klein im Verhältniss zur Seite b. 

Angenommen man könne die vierte Potenz von arc a vernach- 
lässigen, so hat man aUo (erste Abthlg. §. 16): 

cosat=.l — Jarc^a, sina = arca — ^arc'a, 
mithin nach §.3: 

cosc = cosb[l — Jarc*a]-j-8inbcosC[arca — Jarc^a] 
= <50sbrrf-sinbcosCarca— Jcosbarc*a — ^^sinbcosCarc'a. 
Daraus folgt also, dass c und b nicht sehr verschieden seyn 
können;, man sfetze also 

so ist 

cos (h -f-x) = cosb + sinb co&O arca — ^cos b arc'a — 

^sinbcos'Carc^a, (n) 
d. h. 

cosbcosx — sinbsinx =cosb-|-sinbcosCarca — ^cosbarc'a — 

^ sinb cos C arc 'a. 
Würde man schon arc^ a vernachlässigen, so musste manolSfen- 
bar auch arc' x vernachlässigen; unter dieser Voraussetzung hat 
man dann : 

cosb — sin b arc X = cos b-f- sinb cos G arca, 
— sinb arcx== sinb cosGarca, — ^rcx = cosG.arca,x= — a.cosG, 
als ersten Näherungswerth von x. Einen genauem Werth von x 
erhält man dadurch, dass man setzt 

arcx = — area.cosG^-arcy, 
wo aber arcy von der Art der Grössen arc* a ist. Vernachlässigt 
man nun noch arc ' a, so ist 

arc'x=^arc*aco8*C, arc'x = 0, ..^. 
also jetzt cos X = 1 — ^arc'x = 1 — | arc* i cos' C, sin x = arc x 
== — arc a cos G -j- arc y, mithin 
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COS (b+x) = cos b (1 — \ arc ' a cos * C) — sin b J~ arc acosC -f- arc y] 

= cosb — ^cosbcos^Carc^a-j-sihbarcacosC — slnbarcy, 

mithin, wenn man diesen Werth von cos (b -|- x) in die Gleichung 

(h) einsetzt: x 

cos b — Jcosb cos' C arc* a-j- sin b arc a cos C — sin b arc y = xjosb 

-f sinbcosCarca — ^cosbarc'a, 

— Binbar^y = — ^cosb arc'a-f-f co&b cos* C arc' a = 

— ^cosbsin'Carc'a, 

a' 
arcy = Jcotgbsin*Carc'a, y = ^— -cotgbsin'C. 

Einen weiter genäherten Werth erhält man endlich, wenn man 
arc X = — arc a cos C + i cotg b sin ' C arc * a + arc z 
setzt, wo arc z von der Art der Grössen arc^a ist. .Alsdann ist, 
. wenn man arc^ a vernachlässigt: 

arc*x:=arc'acos'C — cotgbsin'CcosCarc'a, arc'x 

= — arc*'acos*C, 
also jetzt ^ 

cos(b + x) = cosb[l — iarc'acos*C-+-icotgbsin''CcosCarc'a] 
— sinbi — arcacosC+icotgbsin'Carc'a-j-arcz-j-Jarc'acos'Cj. 
Setzt man diesen Werth in die obige Gleichung (n) ein, so ist, 
^ wenn man nach den Potenzen von arc a ordnet: 

cos b-f- sinbcosCarca — ^cosb cos'C arc'a — ^cosb sin'C arc'a 
+icotgbcosbsin*CcosOarc^a — Jsinb cos*Carc'a — sin b arc z 

= cosb-j- sinbcosCarca — ^cosbarc'a — isinb cos Carola, 
woraus: 

— sin b arc z = — ^cotgb cos b sin'C cos G arc 'a — ^sin b cos C 

(1 — cos'C)arc'a, 
arcz=4cotg*bsin*CcosCarc'a-|-^co8Csin*Carc'a, 

d. h. da arcz = — , arc a = — : 

a' 
z = Jsin' C cos C — , (cotg'b -|-0, 



also mit grosser Genauigkeit: 



a' , . .^ . a» 



c = b + x, x = — acosC + J — cotgbsin*C + J-^sin'CcosC 

(cotg'b+t), (c) 
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^ • Q V ^ 1. ' A 180.60.60 . ; 

worin a und x in Sekunden gegeben sind, q = ist. 

7t 

^ (log(»=t= 5-3144251332.) 

a' 
Konnte man -: vernachlässigen, so hätte man einfacher: . 

^ , , - ■ 

a^ 
x = — acosC-j-i— cotgbsin'C; (c') 

9 
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Oeometriiehe, praktisehe und astronbniisohe AnfisabeiL 

N 

§.22. 

Wir wollen in diesem Abschnitte eine Reihe von Aufgaben lö- 
sen , die wir, wie die Uebersohrift sagt, aus dem rein geometrischen 
Gebiete, dem der praktischen Feldme^skunst und dem der Astrono- 
mie entlehnen. Dabei gilt aber dieselbe Bemerkung, die dem ent- 
sprechenden sechsten Abschnitt der ersten Abtheilung vorgeschickt 
wurde. 

I) Man soll von dem Eckpunkte C aus auf 
die Seite AB einen senkrechten Bögen CD zie-^ 
hen*. Sey D der Fusspnnkt 4eii Perpendikels 
OD, sa hat man in den reclitwinkligen Drei- 
ecken DAC und CDB (§. 8) : 
tg ÄÖ = tg AC : cos A, ■ tg DB =:;: tg BC . cos B. j ^^ ^ 1 ^i? 

Soll nun, wie unsere Figur es voraussetzt, 
D in das Dreieck fkll.en, so müssen aus diesen Gleichungen AD und 
DB beide kleiner als AB seyn. 

Es lässt sich aber leicht zum Voraus entscheiden, ob CD in 
das Dreieck AGB fallen kann oder nicht. Die Seite DC ist näm- 
lich entweder kleiner oder grösser als 90®; fallt nun CD in das 
Dreieck und ist die Seite kleiner als 90 ^ so müssen auch die Win- 
kel A und B des sphäriscten Dreiecks kleiner als 90* seyn (§. 8. 
Nr. 1); ist dagegen CD > 90\ so müssen auch A und B grösser als 

Di eng er, spbixiiohe Txifoaoi«etrie. 18 . 
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90® seyn; wäre CD = 90 ^ so wären auch A und B = 90 ^ oder 
aber es fiele CD entweder mit AC zusammen, wenn bloss A = 90**, 
oder mit CB, wenn bloss B = 90^ • Daraus folgt also jedenfalls, 
dass wenn die zwei Winkel A und B nicht beide kleiner, oder beide 
grösser als 90 • sind,, die Senkrechte CD keineswegs in das Dreieck 
fällt. Sind aber beide in dem angeführten Falle, so wird CD noth- 
wendig in das Dreieck fallen- Denn wäre dann CE die Senkrechte, 
so müssten die Winkel CAE, CBE beide^pitz, oder bwde stumpf seyn, 
was nicht der Fall ist, wenn GAB und CBA beide spitz oder beide 
stumpf sind. Von einem Punkte C aus lassen sich, im Falle das 
Perpendikel nicht in da3 Dreieck lEallt, aber im Allgemeinen zwei 
Perpendikel auf die Verlängeröngen von AB ziehen, wrfche mit ein- 
ander einen grössten Halbkreis bilden; davon liegt dasjenige von 
ihnen, das < 90", auf demjenigen Theile der Verlängerung von AB, 
der vom stumpfen Winkel des Dreiecks ausgeht, das andere auf dem 
andern Theile. . 

Die Länge des Perpendikels ergibt sich aus der Gleichung : . 

sin CD = sin AC . sin A, 
und CD ist spitz, wenn A, und B es sind; stumpf, wenn A und B 
stumpf sind; in diesen beiden Fällen föllt CD in das Dreieck ABC. 
Sind A und B nicht gleicher Art, so kann man beide Werthe von 
CD, die aus obiger Gleichung folgen, beibehalten; das Perpendikel 
(die Perpendikel) fallt dann ausserhalb des Dreiecks. 

Aniperkntt^. Man wird leicht übersehen, dass die so «ben gesteUte und ge- 
löste Aofgabe mit der zasamm^nfilUt , Von einem Punkte einer Kante einer drei- 
seitigen körperlichen Ecke anf die entgegenstshende Seitenfläche 6ine Senkrechte 
zu ziehen, pder auch dorch eben die&e Kante eine Ebene xa legen» welche senk- 
recht steht anf der entgegengehenden Seitenfläche. Betrachtet man nämUch die 
Spitze der Ecke als Mittelpunkt einer Kugel, und sind A, B, C die drei Punkte anf 
der Oberfläche dieser Kugel, in ider die Kanten dieselbe schneiden, so ist die durch 
CD gdlegte Ebene eines grössten Kreises die gesuchte Ebene. Der gefondene 
Winkel CD ist dann die Neigung der durch C gehenden Kante gegen .die entgegen- 
stehende Seitenfläche. 

Ist der Kugelmittelpunkt und man zieht OA, OB, die rückwärts in OAV OB' 
verlängert werden , so ergibt sich aus den obigen Untersuchungea offenbar folgen- 
des: der Fusspunkt der yon einem Punkte der Kante OC auf die Ebene der zwei 
andern Kanten gefäUten senkrechten Geraden fällt in den Winkel AOB, wenn die 
rUchenwinkel an OA und OB spitz sind (CD fäl^ innerhalb des Dreiecks und ist 
spitz) ; er fällt in den Winkel A'OB', wenn diese beiden Flächen^nnkel stmnpf sind 
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(CD ftilt in das Dreieck und ist itnmpf); er föllt in den Winkel BOA', wenn der 
Flächenwinkel an OB stampf, der an OA spitz ist (die spitze Senkrechte CE fällt 
ausserhalb des Dreiecks auf die Seite des stnmpfen Winkels); endlich fällt er in 
den Winkel AQB' , wenn der Flächenwinkel an OA stumpf , der jan OB spitz ist. 
Ist der Flächenwinkel an OA =bo^ und der an OB <90^ so fällt der Fusspnnkt 
in OA, ist er > 90«, in OA'; ist der Flächenwinkel an OB = 90», so fällt derFuss- ' 

pnnkt in OB oder OB', je nachdem der Flächenwinkel an OA^dO^; sind endlich 

die beiden Flächenwinkel an OA und OB = 90^ so fällt' der ^usspunkt in 0, d. fa. 
die Kante OC stellt senkrecht auf der Ebene der beiden andern Kanten. 

FürdenFall, dassinunsererrigur^=B = 90o, istauch AC = B€ = 9do(§.'8), ' 
also hätte man tg AC = QO^ cos A =;: 0, mithin tg AD =± oo . 0, d. h. AD bleibt un- 
bestimmt, wie natürlich, da in diesem Falle jeder von aus auf AB gezogene ,6o- 
gen (eines grt^ssten Kreises) «enkrecht auf AB' seht , also der Fusspnnkt desselben 
willkührlich angenommen wevden kann. 

.2) In Binem Parallelepiped AE kennt man die Längen dreier in 
ein'€im Punkte zusammenstossender Kanten Kg. 62 . ■ 

AB =^ a, AC = b, AJ) = c, so wie die Win- ® 

kel , welche dieselben . mit. einander bilden, 
CAB — a, CAD = /?, BAD ^y. Man soll 
das Parallelepiped berechnen. 

Da man in jeder der drei in A zusam- 
menstossenderi Seitenflächen, welche Pa-; 
rallelogramme sind, zwei Seiten un^den ein-- 
geschlossenen Winkel kennt, ^o sind diese 
Seitenflächen vollständig bekannt; dess-^ ^^ 
gleichen alsp auch ihr Flächeninhalt und 
derlnhalt der Oberfläche des Parallelepipeds. 

Die drei Kanten AC, AB, AD bilden eine derseitige-körperliche 
Ecke, in der die Kantenwinkel gegeben sind; die Neigungswinkel 
der Seitenflächen gegen einander sind also die Winkel eines sphä- 
rischen Dreiecks, dessen Seiten «, ß, y sind, und zwar stehen diese 
letztern den Neigungswinkeln an AD, AB, AC entgegen. sDie Be^ 
Stimmung derselben geschieht mithin nach §. 9. 

Die Neigungswinkel der Kanten AC, AB, AD gegen die Ebene« 
ABD, CAD, BAC sind nichts anderes ^ als die nach Nr.' 1 berech- 
neten Perpendikel von den Eckpunkten des. sphärischen Dreieök^ 
auf die entgegenstehenden Seiten und zwar ist die Neigung von AD 
gegen BAC das auf die Seite a gefällte Perpendikel u. s. wl 
. Sey nun die co die Neigung von AD gegen BAC, so ist dieH$he 

18* 
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des Parallelepipeds == c . sin oi, und da der Inhalt der Grandfläche 
= ab sin er, so ist der Kubikinhalt desParalFeiepipeds = abcsinasino». 
Bezeichnet man den an AB liegenden Flächenwinkel mit jii, so ist 
nach Nr. 1 : 

sina> = sinjEA.sin)f9 
also ist der. Inhalt des Parallelepipeds : 

abcsinasinysin^=2abcV8ins.sin(s— a)sin(s— /?)sin(s— y), 
wobei ^:;= i (a +/?-]- y) ist (§. 4). 

In derselben Weise verfahrt man, wenn man den Inhalt eines 
dreiseitigen Prismas oder einer dreiseitigen Pyramide aus den drei 
zusammen stossenden Kanten und ihren Neigungswiükeln zufinden hat. 
Die Hälfte obiger Grösse gibt den Inhalt des Prismas; ^er 6, Theil 
den der Pyramide. 

3) ABCD sey ein sphärisches Trapez , in welchem AC und BD 
senkrecht auf AB stehen (natürlich sind alle Seiten Bogen grösster 
Kugelkreise); man kennt die Längen Von AB = a, AC = b, BD = c 
und soll die^ Fläche des Trapezes ABDC berechnen. ■ 

Seyen A, B, C, D die vier Winkel des Vier- ' ^' ^ 
ecks, so sind also A == B = 90^ A + B = 180^ . \a 
Man verlängere die Bögen AC, BD bis sie sich in . / \^ 
F schneiden und sey F der Winkel an F ia dem / 
Dreiecke ABF. Da man die absoluten Längen von / \ 

AB, AC, BD kennt, so kann man sie leicht in Win- / 
. kelmass verwandeln. * / 

Wir wollen sie, der Kürze wegen, lÄmer mit * 
a, b, c bezeichnen. Die Fläche des Dreiecks ABF 
ist nach §.16: ^ 

' r'arcE, woE = A+B+F— 180 = F, ~ 
da A -f B = 1 80" ist ; die des Dreiecks CDF ist : 

r*arcE',.woE' = 180^ — C + 180* — D + F— 180^=180* 

-(C + D)+F, 
indem die Winkel an C und D in CDF glfich 180* — C, 180^ — D 
sind. Daraus folgt ' . 



B 



. * Die diesen Bögen zugehörigen MittelpunktsTrinkel sind -p, -p. -^p wenn 
siB in Sekunden auBgedrfiekt werden, wo wieder a = ^^-^'^ _ 206264-8" ist. 
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TrapezABCD==:r»arc(E — E')=r'arc(C+D— 180*). 
Nun sind al)er die Seiten AF, BF gleich 90' (§. 8. Nr. 2); also 
CF = dO« — b, DF = 90' — c, mithin (§, 6. (10)) : 

also da (§.-8. Nr. 2): F = a: 

. tg[180«^i(C+D)] = ^^^^E^cotg4a, 

d;h. . tgKO+D) = -^gi^cotg|a 

oder , ' 

d. h« man hat als Fläche des Trapezes: 

r'arc«,wotgi« = ^-^^Ii^^tg4a, (22) 

Gesetzt mm, easejetx Vc, a iso klein ^ dass man die über die 

vierte hinausgehenden Potenzen von — , ... vernachlässigen könne 

r 

(§. 19), so ist (erste Abthlg. §.16): 
sinKb+p)=ü^^-iC-±-0%osi(c--b) = l_|(£Z±)', 

also b + c F 1 (b+c)^ 1 

atoKb+c) . 1 _ 2r L^ 24 r* J /", j_ 1 a»\ a 
cosKc-b) *'*~^ ; l (c-b)» V "^1275^2; 

^^8 r» 



* Man hat digemein tg /» s= ^-^ = TTTV — i /-dV * ""*""" 

Division nnd Vemaehlissigong Ton f— I fdgt: ° '' ' 

voraus dann to Anscbrack im Texte folgt. 



278 Fünfter Abflehsitt. 

■ _ a(b+c) r 1 (b + c)' , l "(c-b)»- T| r , J_-a^^ 
~ 4r» 'L. 24 r* ' 8 r* ' J V^"*"l2rV 

a(b+c) r l (b + cy l (c— b)' ■ 1 a^l 

4r* L* 24 r» "^8 . r» "^12rÜ ,, 
a(b + c) r ■ 3o^^6bc4-3b'+2a?— b^— 2bc— <;» 1 
4r» LT 24r* •'. J ' 

_ a(b4-c) r 2a*4-2b' + 2c*— 8bc "| 
^ 4r' L^ + ^ 247^" ' J 

_ a(b + c.) r ■ a^H-b^+c^ — 4bc "| 

Da aber a selbst ziemlicb klein, so ist 

■ *g2"~2*'^*"*'^3*'^^ V2'y~2*'^^'*^24*'^*' "' 
also 

Als genäherten Werth von ^ arc a erhält man hieraus 'T-^K 

und da die dritte Potenz hie von schon r* im Nenner enthält, so 
wird man arc ' a nicht mehr zu beachten haben. Also ist 

lp^ABCD^ia±l)[l+ ''+'''+':-"-° ].(a.y 

Die Formel (23) hat denselben Grad der Genauigkeit,, wie (21) 
in §. 1 9. Ist (23) nicht mehr genau genug, so gibt (22) natürlich grössere 

Schärfe. Man wird beachten^ dass ^^ "; ^^ die Fläche des tra- 

pezes ist , wenn es geradezu als' geradlinig angesehen wird ; 

a*-f-b *+c^— 4bc,. , • 

— ' j2r* bildet den Korrektionsfaktor dieser Rechnung. 

Sey z. B. a = 16869-5, b = 7310-3, c = 3ir-d (Toisen) so ist 
b-|-c = 7628-2; femer sey lo'gr=6'6141498, dann 



a» 



,==0-000001966281 
12r 

b* 
j2p= 0-000000417243 
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-~= 0-000000000789 5^^^^ = 60527859-95, 

12r* 2 ^ 



0-000002384313 Trapez = 60527859-95. 1 '00000231 1735 

i^, = 0-000000072578 - 60627999-9. (Quadrattotseo). 
12r* 



00000023 iirsö 



1 +5^±i^±^;=^^ = 1-00000231 1735. 

4) Durch^die drei Eekpahkte A, Bj C eines sphäxischen Drei- 
ecks wird eine Ebene gelegt, welche die Kugel in einem Kreise 
schneidet; man soll den Halbmesser uüd Mittelpunkt desselben be- 
stimmen. . - . . . . 

Sey der Kugelmittelpmikt, E der gesuchte Mittelpunkt,, so ist 
EA=EB:;;=EC der gesuchte Halbmesser, und zugleich. de^ Halb- 
messer des um Jas ebene Dreieck ABC beschriebenen Kreises. Fer- 
ner ist Winkel EOA = EOB = EOG, und ^enn r der Halbmesser 
dfer Kugel , so sind die Seiten des ebenen Dreiecks (erste ^Abthlg. 
§. 21)=:.2rsinja, 2rsin^b, 2rsinfc; ist also F die Fläche dieses 
Dreiecks,. so ist (erste Abthlg. §. 28): - 

vp, . Sr'sin^asin^bsin^c 

JbA=-' — ^^^ , V-% ' ' — • 

4F ' 

Die Gerade EO steht senkrecht auf der Ebene ABC und kann 
als Höhe der Pyramide AB CO angesehen werden, deren Inhalt also 

EO F 

= — -^ ist; da aber die Kanten OA, OB, OC gleich r sind, und 

AOB = c, BOC = a, AOC = b, so ist nach Nr, 2 dieselbe Grinse 
auch == I r ' Vßin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s r- c), wo. s = 
. K*+^"h<^)« Also ist 

■EU = — y giiissin(s — a)sin(s — b)6in(Ä — c),. . 
und ' ^ 



^ .-.^ AE 2sin4asin4bsinic 
tg AOE = ^ = ^/-. . ! =^ 



OE \/ gij, ^ gin (g — a) sin (s _^ b) sin (s — c) 
aus welcher Formel AOE C<.90^) sich ergibt. Dann hatmanübri- 
gens auch 

EA = r sin AOE, EO = r 00« AOE, 
wodurch EA und EO bequemer gefunden werden. 
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Wollte man auch den Neigungswinkel der Ebene AOE gegen 
AOB haben, so hätte man bloss ein sphärisches Dreieck an&nl^en, 
dessen drei Seiten AOB (=c), AOE, BOE (= AOE) wäxen; der 
BOE entgegenstehende Winkel wäire sodann der gebuchte (§.9). 

§.23. 

1) Der Winkel BGA liegt nicht in der durch C gehenden Ho- 
rizontalebene; man soll seine Projektion B'CA' auf diese Ebene be- 
stinnnen, wenn man die Winkel BCB^ AGA' kennt, welche seine 
Seiten mit derselben machen. 

Denken wir uns in eine Senk- 
rechte auf den Horizont errichtet und 
betrachten ..dieselbe 9 so wie GA, CB 
(die Seiten des gemessenen Winkels) 
ah Kanten einer dreiseitigen körper- 
Hohen Ecke; dessgleichen ^iese Senk^ 
rechte und die Prcjektionen CB', CA' 
als Kanten einer zweiten körperlichen 
Ecke, so werden <Ee diesenEcken entsprechenden sphärischen Drei^ 
ecke ZBA, ZB'A' in Z denselben Winkel haben; da femer ZB' == 
ZA' = 90*, so ist (§.8. Nr. ß) -der Winkel bei Z gleich B'CA'. In 
dem Dreiecke ZBA kennt masr nun: 

die Seite 2B== 90^— BGB' ; ZA = 9a* — ACA' und BA =: BGA^ 
man kann also den Winkel Z (§. 9) berechnen, ,und erhält somit B'CA'. 

Die Formel (a) des §.21 wird hier in den meisten F^len an- 
wendbar seyn. Man übersieht leicht, dass, wie bereits in §. 21, fer 
2B oder ZA > 90* (wenn ateo B oder A unter der HorizQi^taleben^ 
lägen) dieselben Formeln gelten, wenn man.« oder ß negativ setgt, 
während natürlich unsere allgemeine Auflösung 
davon nicht berührt wird. . 

2) Die drei Punkte A, B, V liegen in emer 
Hori^pntalebene , D ist über diese Ebene er- 
haben. In D misst man die Winkel ADB, j 
BDC, ADG, in A die Winkel DAG, BAJ) nebst 
der Seite AB ; man tsoII die Entfernungen der 
vier Punkte gege» emander bestimmen. 

In der dreiseitigen körperlichen Ecke, deren 
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Spitze D'ist, kennt man die drei Kantenwinkel; findet. also die drei 
Flächen Winkel (§. 9) i in der dreiseitigen körperlichen Ecke , deren 
Spitze A i^, ^kennt man nun die zwei Kantenwinkel DAC, BAD 
und den an AD liegenden Neigungswinkel der Ebenen CAD, BAD, 
der in der yarigen Ecke dem Winkel BDC entgegen stund. Dieser 
Wirikel wird von den bekannten Kantenwinkeln gebildet; die Auf- 
lösung dieser Eöke geschieht also nacli §.11. In dem Dreiecke 
DAB keni\t man jetzt eine Seite, AB und. die zwei Winkel ADB, 
BAD., es wird also nach §. 24 der ersten Abtheilung berechnet; in 
CAD kennt man nunmehr AD, DAC, ADC, das Dreieck ist also be^ 
kannt; in BAC keuntr man AB, AC, BAC, dasselbe ist also eben- 
falls bekannt (erste Abthlg. §* 25); in BCD endlich kennt man 
alle drei Seiten. Die sämmtlichen vorkommenden Längen können 
mithin berechnet werden. 

Man wird beachten, dass wir die Bedingung, A, B, C liegen in 
derselben Horizontalebene, weiter gar nicht beachtet haben; sie ist 
auch so weit überflüssig, und wird nur dann nothwendig, wenn man 
di# horizontale Entfernung desT^unktes D von A, B,.C (die soge- 
ufinnte geodätische Entfernung, vergl. erste Abthlg. §.38) d. lu die 
Entfernung der Projektion des Punktes D auf die durch A, B, G 
gelegte Ebene Von A, B, C kennen will. 

Sey E die Projektion von D auf die Ebene ABC» so wird der 
Winkel DAE nach §. 22. Nr. 2 und 1 gefunden werden, woraus dann 
leicht AE = AD cos DAE folgt. Da man nun auch DE = DA sin DAE 
hat, so findet maü in.DBE, worin DE, DB undDEB = Ö0® bekannt 
sind, BE;. eben so ergibt sich CE aus DEC. 

3) Man soll eine Horizontalsonneriuhr konstruiren. 

In demPunkteA der Erdoberfläche, wo die Sonnenuhr konstruirt 
werden soll, errichte man einenStab, der parallel sey der Weltaxe*, 



* Das Hiinmelsgewölbe scheint sich j^den Tag mn eine Axe zu drehen, die 
durch den Mittelpiinkt der Erde geht; diese Aze fsllt msammen mit der kleinen 
Aze der Ellipse, nm welche letztere sieh drehen «nüM, am die maäiemstjsohe ErdU 
oherfläche za erzeugen (erste Abthlg. 9*. 88). IMese Aze heisst die W e 1 1 a z e; sie 
trifft das HimmelBgeviilbe in zwei Punkten, welche Pole heissen , von denen für 
unr nur der «ine , der Nordpol, sichtbar ist. Die Ebene , welche durch den Mit- 
te^unkt der Erde gehend, auf der WeHazQ senkvechi steht, schneidet die Himmel«« 
kugel im Aequatar. 




282 Ffinfter Abtdmitt 

d^r also mit einer durch A gehenden Hprizontalebene einen Winkel 
mache, gleich der geographischen Breite des Ortes A (erste Abthlg. 
§. 38) oder gleich der Höhe* des Nordpols über dem Horizont. 

N 

♦ In §. 36. Nr. 4 der ersten Abtheüimg wtarde bereits ^e Bedentnng des Ze- 
niths erörtert Ist A ein Punkt der Erdoberfläche, 
nnd errichten wir in demselben eine Senkrechte aa€ 
diese Fläche (wie sie «twa dorch die Richtung des 
Bleiloths angegeben wird) , so wird dieselbe , bis an 
das Himmelsgewölbe rerUngert, letsteres in demje- 
nigen Pnnkte treffen, den man das Zenith voa A 
nennt, so dass dasselbe also den senkrecht über A 
befindlichen Punkt des Himmels darstellt. Eine Ebene, 
welche durch A senkrecht anfdie Richtung jener nach 
dem Zenith gezogenen Greraden gelegt wird« bildet 
den scheinbaren Horizont von A, der also Him- 
mel und Erde zu scheiden - scheint. Der wahre 

Horizont von A geht, mit dem scheinbaren parallel, durch den. Mittelpunkt der 
Erde , den wir uns zugleich als 'Hiittelpünkt der Himmelskugel denken müssen.. 
Denken w^ uns nun durch das Zenith von A nnd einen Stern S einen Bogen gröss- 
ten Kreises am ESmmelsgewSlbe gezogen und Terlängetn ihn , bis er den (wahren) 
Horizont tiifft, so heisst der Bogen zwischen' S>em und Horizont (d. h. der von ihm 
umspannte Winkel am Ifittelpunkt der Erde) die H-She des Sterns.' Diess ist die 
wahre (oder geozentrijsche) Hohe ; messen kann man iiur den Winkel, den die Li- 
nie AS mit dem scheinbaren Horizont AM macht, d. h. den Winkel SAM Betrach- 
ten wir nun die iCrde als eine Kuge), . was genau genug ist, so wird sich aber der 
Winkel SCN ausdem Winkel SAM leicht berechnen lassen. Es ist nämlich 

SA2=rSCZ+ÄSC, 
d.h. 90«— SAM = 90*-^SCN+ASC, ' 

SCN = SAM+ASC. 
Was ASC (die Parallaxe) anbelangt, so hat man 

sinASC:smSAC = AG:CS, . 

_ ' AC AC 

sin ASC = gg- . sin SAZ = ^ co^ SAM. 

' CS ist die S^tfemung^des Sterns vom Mittelpunkte der Erde, AC der Erdhiüb- 

messer. Bei den Fixsternen ist nun immer CS ungeheuer gross im Yerhältniss zu 

AC 

AC, so dass der Bruch — yerschwindend klein ist; dasselbe gilt also auch Ton 

sin ASC, also von ASC» d.h. man wird haben 

SCN:=SAM, ■' . • 

so dass mithin der wahre nnd sch^bare Horizont nicht imtenchiedeD werden kön- 
nen, wenn es sich um Fixs^me handelt Es kommt diess offenbar darauf zurück, 
die Erde selbst als einen Punkt zu betrachten , im Yeriiältniss tae unendlichen 
Entfernung der Fixsterne. 
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* • s, 

Bescheint nun die Sonne diesen Stab , so wirft er eineu Schatten^ 
welch letzterer auf einem getlieilten, horizontal liegenden,Kreis, des- 
sen Mittelpunkt A ist, die betreffende Zeit anzeigt. Um den Kreis 
einzutheilen, beniörke man, dass die Zeit von einer Mitternacht zur 
andern in 24 gleiche Theile, Stunden getheilt, so dass die 12. Stunde 
auf Mittag, d. h. auf die Zeit lallt, in weichet die Sonne durch 
-den Meridian von A.geht (d. h. durch den Hinmielskreis, der durch 
Pol und Zenith geht); nehmen wir nun -an, die Sonne bewege sich 
am Himmel mit gleichförmiger Geschwindigkeit, d^r nämlich der 
Umwälzung des ganzen Himmelsgewölbes, so werden in jeder Stunde 
von ihr gleich grosse Bögen zurückgelegt werden. Verbindet man 
den Ort der Sjonne in einem gewissen Äugenblicke mit dem Nord- 
pol durch einen Bogen grössten Kreises (des Stunden- oder 
Deklinationskreises), so heisst der Winkel, den dieser Bogen 
mit dem Meridian am Pole macht, der Stundenwin^kel, der beider- 
seitig vom südliclien Theile des Meridians von West gegen Ost und 
von Ost gegen West gerechnet wird, und zwar jeweils Iris 180®, 
welch letzterer Werth Mittemacht entspricht, während der Stun- 
denwinkel für Mittag ist. Da ,das Himmel sgewi)lbe sich gleich- 
förmig dreht, so wird der Stundenwinkel der Zeit proportional zu- 
oder abnehmen, und zwar für jede Stunde um 1 6®. Für jeden Zeit- 
moment ist es somit sehr leicht, den Sjbundenwinkel zu erhalten; 
für die Zeit t Stunden vor oder nach Mittag ist er- 15 1®. . 

I^ey nun der Stundenwinkel = y® (also 

die Zeit= T^vor oder nach Mittag), so 

wird der Stab AB einen Schatten AE war- 
fen, welche beide Lini€n in derjenigen 
Ebene sich befinden, welche durch die 
Sonne und den Stab AB in Ä geht; ist 

m 

AM die Richtung des Meridians auf der 
Erde, so werden die drei Linien AB, AM 




Der Winkel SAZ ist also die Zenithdistanz des Sterns S . fü^ A (eigentlich ist 
es SCZ teide aber fallen znsammen) ; Zenithdistanz und Höhe betragen tosammen 
90«. Die Höhe des Pols ist also der geographischen Breite, d. h. der ZenÜhdistans 
des AeqaatcHrs gleich. 
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AE die Konten einer körperiicten Ecke öeyn, in der BAM = Pol- 
hölie (==: geographische Breite =) orj äer Winkel der zwei Ebenen 
EBA, MAB ist nichts anderes als der Stündenwinkel y, während 
der der Ebenen BMA, MAE gleich 90* ist. Man hat also (§. 8): 
cotg ^ = cotg MAE. sin er, tg MAE := tg g) sin a. 

Hieraus folgt MAE, also kann man AE konstrmren, nnd wenn 
dann der Schatten auf AE iallt, so wird der Stondenwinkel der 

if onne = y^ also die Zeit -^ seyn. Man zeichnet also, wenn mau 

bloss ganze Stunden angeben will, auf der durch A gehenden Ebene 
eine Reihe gerader Liniep, die nait AM Winkel machen, deren Tan- 
genten sind: tg IS** sin«, tgSO^sina, tg45*sina, : . . .• und wenn der 
Schatten des Stabs auf diese Linien fallt, so ist es 1,2,3^ . .. . oder 11, 
10, 9, ...Uhr. 

Man kann diess Alles jedoch -durch folgende Konstruktion er- 
reichen, die wir noch tuigeben wölien, da der Gegenstand nicht ohne 
Interesse* ist. - . - 
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Sey CBT ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem BOT gleich 
der geographischen Breite des betreffenden Ortes ist; man verlängere 
CT ganz beliebig, ziehe BR auf CB senkrecht, bis sie CT In R trifft, 
ziehjB Re senkrecht auf CR; und mache RV = BR; ziehe endlich 
mit VR um V einen Yiertelkreis, den man in 6 gleiche theile Üieilt, 
wenn man bloss Stunden auftragen will, in 12, wenn halbe Stun- 
den u. s. w. Durch die Theilpunkte ziehe man Halbmesser, bis sie 
Re in a, b, c,* . • schneiden, endlich verbinde man d mit a, b, c, so 
werden, wenn CR die Richtung des Meridians angibt, Ca^ Cb, Co, . . 
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die Staüdenlinkn für 1,.2, ... oder 11, 10, 9.... Man erhält ia 

dieser "Weise^ die Eintheilang fiir 12 — 6 nach Mittag, und 6 — 12 

vor Mittag, verlängert man aber die Standenlinien föt 5, 4, . • . nach 

Mittag rückwärts, so erhält man die fiir 5, 4, . , . vor Mittag, -und 

eben so, wenn man die fiir. 7, 8, . . . vor Mittag rückwärts verlängert, 

die fiir 7, 8, . . . nach Mittag. c 

Dass man bei dieser Konstraktion richtig verfahren ist, kann 

leicht bewiesen werden. • Sey z.B. RVc = g? (hier 45*), BOT = a, 

BT 

CB = r, soistBT — rsina, TBR = ä, BK=:RV = ==rtga, 

cos« ^ ' 

CB r 

alsoRc=RVtgy = rtgatgy, CR = - = , alsotgcCR 

cos ex cos cc „ . 

= ;:^ = rtgatgy . - = tgg).sina, d. h. cCR ist der nach obi- 

• Uli r • -- - 

ger Formel bestimmte Winkel fiir den Stundenwinkel y. \ 

. Dass die Rückwärtsverlängerung ebenfalls. richtig ist, kann man 
leicht einsehen. Für 5 Uhr nach Mittag macht die Schattenlinie 
mit CR einen Winkel, dessen Tangente = tg 75" sin «; für 5 ühr 
vor "Mittag dagegen einen andern, dessen Tangente =tg 105 sin a 
= — tg 75® sin a ; die^se zwei Winkel be trageo mithin zusammen 1 80®. 
Legt man jetzt CR in den Meridian (die Mittagslinie) und stellt 
dann das Dreieck CBT vertikal auf, so wird CB die Schatten 'wer- 
fende Kante seyn können. . . 

A,n merkung. Hiezu bedarf es allerdings derKenn^nUs der Bichtong der 
MittagsUnie an. der Stelle > in der die Sonnenuhr soll errichtet werden. In §. 25 
Verden wir eine Reihe astronomischer Aufgaben , betreibend die Bestimmung der 
geographischen Breite, lösen , äu« denen dann auch sehr laicht die Richtung der 
Mittagslinie (Meridian) -gefolgert werden kann; Da. man aber nicht immer diese 
astronomischen HiUfsmittel hinwenden kann oder will , so wird es nothwepdlg » we«* 
nigstens nahezu die Bichtni;^ der Mittagslinie leichter bestimmen ,zu können. Zu 
dem Ende erriphte man in dem Funkte C^ d. h. in dem Punkte , in welchem der 
Schatten werfende Stab soll errichtet werden, einen senkrechten Stab von beliebiger 
Länge^ und bißschreibe um C als Mittelpunkt eine Reihe Kreise auf der horizonta- 
len Ebene. Man beobtTchte nun die Länge des Schattens des Stabes f was mittelst 
der Kreise leicht geschehen kann« Vor und lukch dem Mittage ; 4er Moment, da der 
Stab den kürzesten {Schatten wirft , ist als der wahre Mittag anzusehen undL die 
*Schattehlinie ist die Mittagslinie. . Am hesten wird man sie finden , wenn man 
gleiche Schattenlängen Tor und nach Mittag sucht und den Winket der entspre- 
chenden Schattenlinien .halbirt. Dabei ist freilich vorausgesetzt, dass die Sonne 
um Mittag (d. h. wenn sie dureh den Meridian geht) ihren höchsten Stand SsA Hirn- 
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mel erreicht , was wahr wäre , wenn ihre Deklination im Laufe eines Tcges sich 
nicht ändern wiDrde. Für die Zeit um den 23. Juli oder 23. Dezember ist diess 
n&hezm der Fall, so dass man. diese Tage am siqhersten zur obigen Bestimmung 
wählen wird. Da ferher der. Endpunkt des Schattens nicht bequem beachtet wer- 
den käuD , so wird man besser thun, am obem Ende des Stabes eine metallene 
Platte mit einer kleinen Oefihung anzubringen und den Lichtpunkt, der hiedurch 
entsteht» als £ndpuxi|Lt zu^ wählen. - 

. '■ §-24. •„ .' . . " 

1) Man soll die Länge des Tages für einen bestipiroten Piihkt 
def Erdoberfläche und für einen bestimmten Tag finden, d. h. berech- 
nen, wie lange die Sonne an diesem Tage über dem Horizonte des 
fraglichen Ortes bleibt. 

EhQ wir diese Aufgabe lösen, müs&en wit noch einige Erklä- 
rungen vorausgehen lassen. . Wir haben bereits mehrfach gesagt, 
dasft das Himmelsgewölbe , an dem die Sonne sich befindet, sich 
gleichförmig um die Weltaxe dreht (zu drehen scheint,'was"übri^ 
gens hier gleichgiltig ist), so dass also auch die Sonne mit diesem 
Gewölbe sich drehen wird. ^ Wäre die Sonne nun fest, so würde 
ihre Bewegung gleichförmig i^nd parallel dem Aequator, d. h. in 
einer Ebene vor sich gehen, die senkrecht auf der Weltaxe steht» 
Die Sonn« hat aber, neben dieser allgemeinen Ümwälztmg, eine^ei- 
gene Bewegung am Himmel , die der Richtung der täglichen Bewe- 
gung entgegengesetzt ist, nämlich von West gegen Ost geht. In 
Folge dieser eigenen Bewegung durchläuft sie während eines Jahres 
am Himmel einen grössten Kreis, der unter einem Winkel von 
23^ 2*f' 28" den Aequator in zwei Punkten durchschneidet, welche 
der. Frühlings- und Herbstpunkt heissen. pie Bewegung der 
Sonne in ihrer eigenen Bahn geschieht übrigens nicht ganz gleich- 
förmig, Iii Folge dieser Bewegung ändert die Sonne ihren Abstand 
vom Aequator fortwährend; welcher Abstand ofi^enbar gemessen 
wird durch den Bogen eines grössten Kreis, welchen man durch 
Sonne und Pol, also senkrecht aufden Aequator legt; dieser Abstand 
d. h. das Stück zwischen Sonne und Aequator hei&st die Deklina- 
tion der Sonne (woher auch der Namen Deklintitionskreis für 
jenen Kreis rührt). Da man die Bewegung der Sonne kennt, so 
kennt man also auch ihre Deklination für jeden Tag imd weiss , um 
wie viel sie sich im Laufe ßines Tages ändert. Diess, in Verbindung 



Tageslänge für einen gegebenen Ott. 
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noch mit der UBgleicbförmigen Bewegung der Sonne in iltfer Bahn, 
macht, dass die Zeit von einem Meridianduit^hgang bis zum andern 
nicht immer^dieselbe ist. Daraus folgt, dass die Tage, welche eben 
diesem Zeitintervalle gleich sind, ungleich lang wären, wenn sie 
bloss nach der Sonnenuhr (§. 23. Nr. 3) gemessen würden. Da 
man solche ungleich lange Tage fiir die Pendeluhren nicht brauchen 
kann, so hat man alle Tage als gleich lang angenommen, und da- 
durch .^ine mittlere Zeit erhalten, von der die eigentliche Sonnen- 
zeit, wie die Sonnenujif sie gibt, abweicht, so dass der Meridian- 
durchgang, der Sonne bald vor, bald nach 12 Uhr Stattfändet. 

Öie Sonne geht nun auf öder unter, wenn ihre ZenithdSstanz 
= 90° ist, so dass also ihre Höhe = ist. Kennt man denStun- 
denwinkel (§. 23, Nr. 3) der Sonne für den Augenblick ihres Auf- 
gangs odef Niedergangs , so lässt sich daraus unmittelbar auf die 
betreffende Zeit, nmd also auf die Tageslänge schliessen. 

Stelle nun S dje Sonne vor, Z das Zenith, P den Nordpol alsa 
BZA den Meridian , AB den Horizont , so 
ist in dem Dreieck ZSP, ZP die Zenith- 
distanz des Pols = 90® — der geographischen 
Breite, ZS die Zenithdistanz der Sonne, 
ZPSderStundenwinkel, PS^gO*^— De- j 
klinatioh der Sonne. ^ 

Bezeichnet man also die Deklination 
der Sonne mit d, mit b die geographische 
Breite, mit z die Zenithdistanz der Sonne, mit s den Stundenwinkel 
dierselben, so hat man (§.3). ^ 

cos z = cos (90*— b) cos (90°— df) + sin (90'— b) sin {W— S) cos s, 
wobei 8 negativ wäre , wenn sich die Sonne südlich vom Aequator 
befände; d.h. man hat: , 

cos z = sin b sin J -j- cos b cos d cos s. 

Allerdings geht die Sonne .auf oder unter, wenn z =90*; allein 
die Strahlenbrechung macht, dass dieSojine iranaer etwas höher 
zu stehen scheint, als sie wirklich steht ^^ so dass man sie also be- 
reits sieht, ehe sie über den Horizont gelangt ist; diese Erhöhung 
beträgt alsdann etwa 33". (was wir mit e bezeichnen wollen, so däss 
also die Zenithdistanz = 90 -f" € seyn wird, wenn die Sonne auf- 
oder untergeht). Was ferner die Deklination i anbelangt, so kennt 
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man sie pur för den Mittag d^ betreffendem Ortes, d. h. fiir den 
'Augenblick des Meridiandorcfagfinges; sie ist also beim Auf- und 
Untergang davon verschieden;- In der Zeit vom Anfgsng bis Mit- 
tag , oder von letzterem bis Untergang irird man annehmen dürfen, 
die Deklination ändere sich gleichförmig und wir wollen annehmen, 
sie wachse, und zwar um n'' in 24 Stunden, oder wenn« um 360^ 
Wächst. Für den Augenblick des Aufgangs, dem der Standen- 

n s 
Winkel s entspricht , wird also die Deklination S -^ ^^^r betragen, 

wenn s in Graden gegeben ist; Rtt den Augenblick des Untergangs, 

n s' 
dem der Stundenwinkel s' entspreche, wird sie <J"*f-«^ ausmachen. 

Bestimmt man also s und s' aus den Gleichungen 

cos (90 ® + ^) = siab sin is. — ^^ J -j- cos b cos ( 3 — ^^ J cos s, 

cos (90^+ a) = sin b sin (^*+^J + cos b cos V,*+^J ^^^ s', 

so wird man die Stundenwinkel för den Au^ang und Untergang 

der Sonne, und daraus dann die Tageslänge erhalten. Um s oder s', 

n s n s' 

zu bestimmen, wird man zuerst ^rrrr oder tttt; weglassen und daraus 

360 360 

11 8 

einen genäherten Werth fär s = s' erhalten, den man in rr;— setzt, 

360^ 

und dann s und s', genauer findet. Kahme dieDeklination der Sonne 

ab, so wlUre n negativ 2a setzen. 

Sey b = 5I^31'47^*=15«4^16",n=18'2", «? = 33^ Man 

hat also zuerst näherungsweise 

/ i\ V ßin«-f-sinisinb 

cos s ( = cos s') :?= — ' 4 ;: — » 

^ cosbcosi • 

woraus s = 110«47't"; also ^^ = 18'2" |M1^' = 5'30". 
mithin sin ^ + sin (S — 5' 30") sin b 

cos S = ■ ^-r 

. . . cosbco$(J— 6'30"> ' 

woraus 8 = 110^39' 8". 

Ebenso . , 6in«+sin(J+j5'30'Osinb 

cos s' = ' ~— ^ 

cos b cos (J 4- 5' 30") . ' 
woraus . s' = 1 10® 66'.6"* 
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Verwandelt man diese Stundenwinkel in Zeit (15 ^ auf die Stunde), 

r 

SO erhält man : 
Aufgang der Sonne vor Mittag 7 Stunden 22 Min. 36 Sek., 
Untergang ^ „ nach „ 7 „ 23 ,, 40 „ 
Die Tagesläjige also betrug 14 Stunden 46 Minuten 16 iSekun- 
den. Die Zeit des Sonnenaufgangs ^yäre also 12—7 Stund. 22 Min. 
36 Sek. = 4 Stund. 37 Min. 24 i^ek.; allein es ist diess nicht mitt- 
lere Zeit, wie die Pendeluhren sie zeigen, sondern wahre Zeit, wie 
sie von den Sonnenuhren angegeben wird. Da an dem betreffenden 
Tage die mittlere Zeit um 3 Min. 3 Sek. hinter der wahren zurück 
war, so zeigte die Uhr bei Sonnenaufgang 4 Uhr 34 Min. 21 Sek., 
bei Sonnenuntergang 7 Uhr 20 Min. 37 Sek. , ' 

Die Summe s -f" s'> ^^ die es sich handelt, wenn man nur die 

Tageslänge zu finden wünscht, kann übrigens einfacher erhalten 

n 8 
werden. Da nämlich t^^tt immer klein ist , so wird man nahezu 
' • ooO / 

haben (erste Abthlg. §. 16) : 

(^ ns ^ * * * ns 

— "^ßoJ =smö — cosdarc 



360>' 360' 



360>' ' 360' 

"" 0+1^)^=™'^+*'"«^"°^' 

n s 
Mithin, wenn man arc^ t— vernachlässigt; 

obO 

n s 
sin € + sin ^sin b — cos i sin b arc -^r^x 
* 360 

cos s = : '■ — i 

cos b cos tf + cos b sin d arc 7^:57: 



co&b coi^i— cos b sinferc^^T" 



cos^bcos^tf 



= — 1 sin€+sin Jsin b— cos df sin b arc ^^ J 

I sin« -j- sin (J sin b 7— cos J sin bare ^^ 1 
■- cos b cos j ' "^ 

Di eng er, ppliäxiiolie Trigo&onetrie. 1^ 
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, r . , . ^ . , T cosbsin* ns 

+ [sin 6 + sm ö sin b J * ^, j-z arc ^r^r-r 

sinc+siriJsinb , sina+sinJsinb ^ ns , , . ns 
tos b cos J ' cosbcos* ^ 360 ' ^. 360 



Ist also 



sincH-sinisinb 

! ^=^U»s 

cos b cos ^ 



so ist • >- , * , 1 X D s 

coss = jKi — (M^gö — tgb)arc 



360' 



coss' = jii + (jittgrf— tgb)arc— , 



woraus 



C0SS-(-COSS' = 2jU, C0SS.C0SS' = jli^, 



n s 
wenn man immer arc*;r^-ryernachlässigt. Aber (erste Abthlg. §. 14Y: 

cos-^— - = cosJscos^s' — sin^ssin^s' = jV(l+coss)(l+coss') 

— 5V(1 — coss)(l'— coss') 
r=^Vl-f-coss4-coss'-|-cosscoss'— jVl— -xjoss— coss'+cosscoss' 

=iVi+2/t+^*-iVi-2/t+/t'=Ki+/t)— Ki-M)=i«. 

Bestimmt man also if aus 

sin^ + sinrfsinb 

coscp=jie=: —4 s — , 

cos b cos 

so ist s + s' , , 

In unserm pbigen Beispiele war 9) = 110^47' 7", also s-(-s' = 
2210 34' 14", mithin Tageslänge c= 221 Stund, 34 Mn. 14 Sek. _ 

14 Stund. 46 Min. 16|| Sek. 

2) Man soll diejenigen Orte der Erde bestimmen, deren läng- 
ster Tag 24 oder mehr Stunden beträgt. 

Wir haben in der vorigen Aufgabe die Länge des Tages fiir ei- 
nen bestimmten Ort und zu einer bestimmten Zeit zu finden geehrt. 
Fällt nun (bei Orten auf der nördlichen Erdhälfte), und bei der 
grössten Deklination der Sonne, welche 23® 27' 28" beträgt, die 
Summe s-J-s' gleich 360 " aus, so wird die Sonne am längsten Tage 
gerade 24 Stunden über demfiorizonte bleiben. Da dann go = 180 0, 
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cos^ = =-^-l, so ist jw = -^ 1, also wenn a die Schiefe der Sonnen- 
bahn (23 '27' 28"): . > . 

sin g-{- sing sin b 

cosbcosa ' 

woraus dann b oder die geographische Breite za suchen ist. 
Vernachlässigt man €, d; h. die Refraktion, so hat man: 
tgatgb = l, tgb=:cotga, b^=90® — a, 
d. h. diejenigen Orte, welche unter 6.6^32' 32" Breite liegen, haben 
am längsten Tage (23. Juni) die Sonne 24. Stunden über dem Ho- 
rizonte (Polarkreise). 

Wird e nicht vernachlässigt, so ist 

sint=cosbcos« — sinasinb = cos(b-f^«), 

d.h. b + a=:90"--c,b = 90'— (« + «)• 

Für Orte, die noch mehr nördlich liegen, istb >90^ — («+e), 

, , sinfi + sinasinb^ , , , , , -, , . i ■ , 

also dann -^-r — ^^ > 1, d. h. s Tj- s' = 2 o) kann nicht mehr 

cosbcosa ^ ., 

bestimmt werden ; oder mit andern Worten, zur Zeit unseres läng- 
sten Tages geht dort die Sonne gar nicht mehr unter. 

3) Main soll für Orte, die nördlicher liegen als die, deren Breite 
90®- — (a-|-^) beträgt, die Dauer des längsten T|iges bestimmen. 

Derselbe dauert von dem Augenblicke an, da die Sonne zum letz- 
ten Male aufgeht, bis zu dem, da sie das erste Mal wieder unter- 
geht, d, h. von dem Augenblick an, da der Stundenwinkel s (in Nr. 1) 
= 180® ist, bis zu dem, da s' wieder 180® wird. Man muss also^haben : 

cos(90®+e)=sinbsin(^^~^g^J+cosbcos(^5— ^g^J^ 

cos(90®+e)=sinb(sinÄ'-^!^)+cosbcos(^'-^^)cosl80®, 

wenn 5, ^' die Deklinationen der Sonne bei den Meridiandurchgängen 
zu Anfang und Ende, n, n' die Zu- und Abnahme der Deklination 
in 24 Stunden bedeuten (wo im Anfang die Deklination, zu- am 
Ende abnimmt). Vernachlässigt man. übrigens diese Grössen, so 
hat man: 

— sin €=«in b sin i — cosb cos 5 = — : cos (b -f- <J), 
b + <J = 90®— €,'<J^90®— .(b + €), 

•^sin € = sin bsinrf' — cosb cos 8* = -^cos (b -j- rf'), 

. b + tf' = 90®— (?, <J' = 90® — (b + e), 

19* 
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d; h. die Sonne geht zum letzten Male auf, wenn ihre Deklination 
= 90® — (b + ^)> ^^^ gßht unter, wenn dieselbe Vieder so gross 
geworden ist. Die Zeit, die dazwischen verfliesst, ist die Dauer des 
längsten Tages. 

4) Alles Gesagte bezieht sich auf den Mittelpunkt der Sonne. 
Da die Sonnenscheibe am Himmel eine Ausdehnung von ungefähr 
32' hat, so wird es sich auf den nördlichen Rand beziehen^ wenn 
man Qtatt e setzt €-\- 16' und auf den untern, wenn man für e setzt 
€ — 16'. Denn soll der obere Band der Sonne am Horizonte er- 
scheinen, so ist es gerade dasselbe, als wenn man sich den Mittel- 
punkt durch die Refraktion um 16' erhoben denken würde und Hesse ' 
den Mittelpunkt erscheinen u. s. w. Die Grössen^ xmjdL a beziehen 
sich immer nur auf den Mittelpunkt. 

Will man also in Nr. 2 den Ort finden , füt den zur Zeit des 
Sommersolstitiums (23. Juni) während 24 Stunden beständig wenig- 
stens ein Theil der Sonne über dem Horizonte ist, so dass also um 
Mittemacht der obere Rand noch bemerkt wird, und et erst um fol- 
gende Mitternacht wieder untertaucht, so findet man 

6 = 90^— («+€+16'). 

Eben so wäre in Nr. 3 unter denselben Voraussetzungen 
i = 90^— (b + €+16'). __ • 

Will man für Orte, die einen längsten Tag > 24' Stunden ha- 
ben, die Dauer der längsten Nacht bestimmen, so hat man die Zeit 
zu ermitteln , die verfliesst von dem Augenblicke, da der Stunden- 
winkel beim Aufgange der Sonne = ist, bis zu dem, wo er es beim " 
Untergange ist. Bezieht man Alles auf den obem Rand, so ist also 

cos (90^ + c + 1 6') = sin b sin d + cos b cos d = cos (b — 6), 
b — *=:90' + e+16', * = — (90« + « + l^' — b). 

Wenn also die Deklination der Sonne = — (90** + 6+16' — b) 
(also südlich) geworden ist, erscheint zum letzten Male fär Orte, 
deren Breite b ist, der obere Rand der Sonne am Horizonte, und 
sie haben Nacht, bis wieder die Deklination diese Grösse erlangt hat. 

6) Ehe die Sonne aufgeht, oder nachdem sie untergegangen ist, 
erscheint, durch Zurückwerfung des Lichtes in der Luft, Helle, 
welche man Dämmerung zu nennen pflegt. 

Die Erfahrung hat gelehrt, dass wenn (Moi^gens) in Folge der 
Dämmerung die kleinsten Sterne aufhören sichtbar zu seyn, die 
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/ 

Sonne noch ungefähr 18* unter dem Horizont sich befindet, wäh- 
rend man ohne Licht noch Gfedrucktes zu lesen vermag , wenn sie 
sich ungefähr 6^®- unter dem Horizont befindet* Um zu bestimmen, 
wie lange ah einem bestimmten Orte die Dämmerung dauere , wird 
man, wie in Nr. 1 den Stundenwinkel s fär den Fall bestimmen, 
dass die Zenithdistanz der Sonne 108® beträgt (öder 96^*^ für d^n 
zweiten Fall), so wie Sj für die Zenithdistanz^ 90® (wenn man die 
Refraktioa hier ausser Acht iässt, da es bei diesen [Rechnungen 
auf ausserordentliche Genauigkeit nicht ankommen kann); die 
Differenz s^ — Sj, in Zeit verwandelt, gibt die Dauer der Däm- 
. merung. Ist al§o S die Deklination der Sonüe , b die Breite des 
Ortes, so ist 

cosl08®-— sinJsinb . sin^sinb . , 

cossi = r-7 r , cossj = T r = — tgötgb, 

' cosocos.b cos ö cos b 

wenn man dieAenderung in der Deklination unbeachtet Iässt. Zieht 
man hieraus s^, s^, so ist -^-y^^ Dauer der (Morgen- oder Abend-) 

Dämmerung. 

Ist der Ort auf der Erde so gelegen, dass um Mitternacht die 
Zenithdistanz der Sonne nicht n^ehr als 108® beträgt, so tritt die 
immerwährende Dämmerung ein, indem alsdann Abend- und 
Morgendämmerung' unmittelbar in einiander tibergehen. Will man 
fiir einen Ort der Erde den Tag bestimmen , an dem diess zuerst 
Statt findet, so hat man d aus der Gleichung : 

cos 108® = sincJsinb + cos<Jcosbcos 180®= — cos(J4~^) 
zu bestimmen, d. h. man hat 

108®:^180® — (rf+b), J = 72® — b. 

An dem Tage, an welchem die Deklination der Sonne =; 72® — b 
ist, wird also immerwährende Dämmerung eintreten, und jeden Tag 
sich wiederholen, bis die Deklination der Sonne wieder 72® — b ge- 
worden. (Die Deklination der Sonne ist nie grösser als 23® 27' 28"). 
— Wan wird nun auch leicht einsehen , in welcher Weise die hier 
noch etwa zu stellenden Aufgaben dieser Art zu lösen wären, so wie 
ganz in derselben Weise in Bezug auf Auf- und Untergang eines 
Sterns verfahren werden kann. Ist der Stern ein Fixstern, d. h. 
ändiart er seinen. Ort am Himmel nicht, so wird die Deklination 
desselben immer dieselbe bleiben j der Stundenwinkel , durch Divi- 
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sionmit 15 in Zeit verwandfeit, wird aber dann Sternz,eit angeben, 
d. -h. eine Stunde wird der 24. Theil des Zeitraums seyn, innerhalb 
dessen der Sternenhimmel seine Umdrehung einmal vollendet. Diese 
Zeit ist verschied^n von mittlerer Sonnenzeit (Nr. 1), und es sind 
24 Stunden Sternzeit = 23 St. 66M. 4'ISek. mittlere Sonnenzelt, 
und^ 24 Stunden mittlere Sonnenzeit =^ 24 St. 3 M. 56*6 Sek» 
Sternzeit. 

6) Die Deklination der Sonne, die wir im Vorstehenden für je- 
den Tag als bekannt angenommen haben , wird aus den astronomi- 
schen Tafeln entDfömmen;, diese letztern sin4 aber für einen gewissen 
Ort (z. B. Berlin oder Wien) berechnet, so dass si^ für jeden Tag 
eines Jahres die Deklination der Sonne im Äugenblick, da sie den 
Meridian jenes Ortes durchschreitet, angeben. Gesetzt aber man 
wolle für einen Ort, dessen Lage auf der Erde bekannt sey, die De- 
klination der Sonne für den Augeiiblick finden, da sie den Meridian 
des letztern Ortes passirt, und dazu etwa die für Berlin berechne- 
ten Tafeln („Berliner astronomisches Jahrbuch") benützen, so muss 
man zuerst die Lage' des neuen Ortes A in Bezug auf Berlin fest- 
stellen. Zu dem -Ende bestimmt man den Winkel, deijderBer- . 
l,iner Meridian und der des Ortes A (die beide, sich im Pole durch- 
schneiden) mit einander machen, welchen Winkel wir von bis 
180? östlich und von bis\180° westlich zählen und die geogra^ 
phische Länge des Ortes A in Bezug auf Berlin nennen. Da die 
Sonne in 24 Stunden (Sonnenzeit) 360^ der Länge durchläuft, so 
wird sie in jeder Stunde 16° durchlaufen, und^ wenn nun A ostlich 

t 

(westlich) von Berlin, und zwar um t^ liegt, so wird die Sonne jz. 

Stunden früher (später) durch seinen Meridian gehen, d. h. der Mit- 

t • 

tag von A wird — Stunden früher (später) eintreten , als der von 

lO. ; 

Berlin. Man kann also leicht berechnen , welche Zeit in Berlin es 

« 

ist, wenn der Mittag in A eintritt, und da man die Aenderung der 
Sonne in 24 Stunden aus den Tafeln. entnehmen kann, so wird sich, 
nach §• 49 der, ersten Abtheilung die Deklination der Sonn^ für den 
Mittag in* A finden laß§en. 

Sey z. B. A 28*^45' westliche Länge von Berlin, und man will 
die Deklination der Sonne für seinen Mittag am 13. August haben; 
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Die Berliner Tafeln geben: 13. Angust 14' 46' 37-5", 14. August 
U"28' 17-0" IS«. Angust 14''9'42-7". 

Da A 28" 45' westlich von Berlin liegt, so tritt der Mittag um 

^- .= 1 St. 65 M. später ein als in Berlin, d'. h. in letzterer 

Stadt ist es aladann 1 Uhr 55 M., fdr welche Zeit man die 
tion der Sepne za suchen hat. 

13. Ang. I4*46'37-6" . ,„,2„;,„ 

'14.Aos.l4-28'17.0" -;°4".;, -13-8' 

IS.Ang. 14-' 9'42-7!' "'"''*■' 
y, =14*46' 3J-5", ^, = — 18« 20'6", J't, 5= — 138" 

,„ X — X, 23 

x-x, = iH,-j-=«=5jg, 

ruithin in der Formel (h) (§. 49 der ersten Abthlg.) : 

B = — 18'20-5"— K^— l) 13*" = — 18'R_ , 
aB = ~l'2r-4", y = 14»45'101", 
d. h. die gesuchte Deklination ist 14" 45' 10"1". 

, §.36'. : 

Im Vorstehenden haben wir die geographische Breite des Be- 
obachtungsortes als bekannt vorausgesetzt. Wir Collen desshalb 
einige Methoden betrachten , nach denen man dieselbe auf astrono- 
mischem Wege bestimmen kann. Die meisten kommen auf Höhen.> 
messnngen von Fixsternen zurück, deren unveränderliche Lage am 
{Gmmel bekanntist; dieDeklinaitionen, überhaupt dieLage der Fix- 
sterne am Himmel ist zwar selbst etwas veränderlich, in den astro- 
nomischen Jahrbüchern ist jedoch hierauf schon Rücksicht -genom- 
men. Bei Eähenmessnngen muss die Strahlenbrechung (Refjaktion), 
die den Stern erhöbt,also die Zenithdistanz verkleinert, vorher ab- 
gezogen werden, ehe man die Bechaung begintit. * 

Dje einfachste Bestinimungsweise der geographischen Breite ist - 
allerdings die, dass'man bei einem Sterne, der nicht untergeht, 

• Die beste» Tafeln mr Berechnung der astronomischen Eefraküon sind die 
TonBeGsel in „Tabuläe Regiomontanae etc," S. 538 ff. gegebenen, die aach in 
„SammloDg Ton HiUstafeln. BeransgegebeD im Jahre 1822 Ton H. C. Scbnmacher. 
Neu hsransgegeben und Terr^ehrt von G. H. L, Warnstorff. Altona. 1846'" 
S. 90 tF. abgedracktnnd mm Oebruieli erUnteit sind. 
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also nahe am Nordpole sich befindet, die Höhe (Zenithdistanz) misst, 
wenn er den Meridian passirt. Da diess in 24 Stunden zweimal 
geschieht, so erhält man zwei Höhen, und da beide Male der Stern 
gleich weit vom Pole absteht, so gibt die halbe Summe beider Höhen 
die Höhe des Pols, oder die geographische Breite. 

Nicht immer kann oder will man aber diese Methode anwenden 
und man hat desshalb hindere erfanden» von denen wir eine oder die 
andere näher betrachten wollen. 

I. Ein Stern , dessen Deklination S genau bekannt ist , wurde 
zu zwei verschiedenen Zeiten östlich vom Mendiasx beobachtet und 
seine Zenithdistanzen z, z', so wie die Zwischenzeit t (nach Stem- 
zeit) gemessen; man soll hieraus die geographische Breite g> des 
Beobachtungsortes ermitteln. 

f . Pif.70. 

7» 





Seyen S, S^ die zwei Lagen des Sterns , AZB der Itferidian des 
Beobachtungsortes, Z seinZenith, P der Nordpol, AB derHorizoAt, 
so ist 
ZS = z, ZS' = z', (SH =h, S'H^ = h', wenn h und h' die Höhen), 

PS=PS'=:9(f--^, ZP = 90^— y, 
und ZPS der Stündenwinkel der ersten Beobachtung. Der Winkel 
SPS' findet sich, wenn man t in Winkel verwandelt, d. h. 1 Stunde 
= 15" setzt.. In dem Dreiecke PSS' kennt man nun die Seiten 
PS = PS' nebst SPS' findet also SS' nebst PSS' (§. 11); in ZSS' 
kennt man jetzt alle drei Seiten, kann also ZSS' berechnen (§. 9) ; 
der Winkel ZSP ist = PSS' — ZSS' oder er ist == PSS' + ZSS'. 
Welcher der beiden Fälle Statt finde, wird sich in der Praxis imm^r 
entscheiden lassen. In dem Dreiecke ZSP kennt man nun ZS, PS 
nebst ZSP, kann also die übrigen Stücke, namentlich ZP = 90® r- y 
berechnen (§.11). 

JBs wird leicht seyn, diese Auflösung auf die Fälle aoszudebnen» 
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da beide BeobachtuDgen westlich vom Meridian, oder auf verschie 
denen Seiten desselben gemacht wurden. 

Es dürfte nicht ohne Interesse seyn, eine analytische Auflösung 
dieser Aufgabe Wer beizufügen. 

In den Dreiecken ZPS, ZPS' hat man, wenn ZPS = s, ZPS' = s' : 
cos z == sin <^ sin 9) 4" cos 4 cos 9) cos s, 
cos z' = sin (J sin ^ -|- cos rf cos g> cos s' ; 
zugleich ist s' = s — r, wenn j die in Winkel verwandelte Zeit t be- 
deutet, d. h. also man wird %f und s zu bestimmen haben aus: 
, ' cos z = sin rf sin 9 -f- cos ü cos if cos s, 

cosz' = sin i sin y -j- cos 5cos y cos (6 — t). 
Durch Subtraction und Addition folgt aus diesen Gleichungen 
(erste Abthlg. -§. 14): 

Z ~l~ z' Z "*~" z' * * 

sin — j-r- sin — - — = cos i cos g) sin (s — ^ r) sin $ir, 

Z I" z' Z '~~~' Tt 

COS — ~ — 008 — 5 — = sin Ä sin 9 -f- cos i cos 5p cos (s — \%) cos \ v, 

d. h. cosysinCs — ^ir) = a, cos^cosCs— Jr) = b — csin^, 

wo zur Abkürzung gesetzt wurde : 

2+z'^ z — z' z-^rz* z — z' 

8„__-8,n-2- cos -^ cos ^- ^y 

a=i . ^ , b = r- , C=: r-, 

cososm^r cosocos^t cos|r 

Quadrirt man beide Gleichungen und addirt sie, so ist 
cos'g) = a* + b' — 2bcsin5p-}"^*sin'y, 

d. h. weil cös'g) = 1 — sin^y: 

1— Ca'-|-b')=:(l+c').sifl> — 2bc8iny, 
woraus 

bc±Vl — a'— b' + c' — a^c' ' 

Hieraus folgen zwei zwischen --90** und -}" 90® liegende Werthe 

von y,. zwischen denen man dann zu wählen hat. Will man obige 

Formel zu logarithmischer Rechnung bequemer machen^ so setze man : 

. , z + z^. z — z' ^ , 

tg^ tg-2-t^-^-cotgiy 
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. z+2' . z — z' 
sin-~r — sm 



cos? = t-7-T — : , tg(a = , 

COSOSinfTSlIlf« COSfA 

und erhält , sin ? sin (tU ± «) 

sm cp = 1—'- , 

^ sinco 

wobei \f), fiy $, 0) zwischen and 180^ gerechnet sind. 

Man hat nämlich: 

a .. a tgj 

tgxlj = c, tggi = T T' cosJ = -; — , tg« = — — , 

also 

= (1 _ a» — b*) cos* V + b' coi* V* (V— cös*V) = 
cos*^(l — a' — t*cos*i/;), 

" b cos tD 
a^tcos-^tgjti; a*-}rl>*cos^i// = b^cos^i//(l-4-tgV) = 2" 

> »^ 

" . 2' 2 

a a . 2 v- 

=:COS*|, 



tg'^cos^jiA sin'fi 

l a*— 'b' b^c^ 

1— a^— b^cos^i//=l— cos^g, , ^ — \- . ^^y^ =co&^tlJ&in% 

sin(j)=bsint//co8i/;±cosi/;sinJ= 2:H[-cosi//sinJ=^cos5sini/^cosjiA 

± COS ^ sin> J = cos J (sin 1// eos /it ± cos 1/; tg ?) = cos $ (sin 1// cos f* 

cos $ cos u . .V 

*±; cosi//tga)COSjM.) = ^(smi/^coso) + cosi^smo)) 

cos CO 
COsJcOSjlt . / , , \ Siö5 . / , . ^ 

= =- sm (1/^ ± « ) = -r — sm (1/; ± «) . 

cos« - ^ smco. ^ 

Kennt man q> schon ziemlich nahe , so kann man einen mehr 

genäherten Werth auch dadurch erhalten , dass man aus der 

Gleichung 

sinz + z' . z — z' 
— ^^sm— - 

sm(s— ^r) = 



co6JcoS9)sin^ir 

in der man den genäherten Werth von 9 benutzt^ einen näherungs- 
weise richtigen Werth von s sucht, und dann mit s — t fiir ZPS' 
das Dreieck ZPS' auflöst. 

Hat man nun 9) gefunden, so cirgibt sich s sehr leicht. 
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Hat man die Höhen h, V gemessen^ so ist * 

cotg — ^ tg —5— cotg^ r cos — — - sin — r— 



tgix = ; , cosJ = jt ' i ' • 

cost/f cosösmjrsinjit 

Ein Beispiel mag zur Erläulerang dienen. Die Angaben sind: 
^=: — 2^14'9", b = 26^33' 210", li'=:36Ml'll-8", 

t = 2St. 35]tf. 46-5Sek. 

Daraus 
r = 38^56' 37-6", iT= 19^28'18-r", Kli' + h) = 3r37'16'4", 

• *(h'—h) = 5*3' 55-4". 

logtga = 8-5916373(-) iogeotg?^:^10-2106204(-) 

logtgV; = 8-6171152(-) ,- ,„li'-h_ «.„...„^^ 
V<=l77<'3r'43-3", l«gtg-^-= 8 9476237 

log cos V = 9-9996280 (—) logcotgifr=ro-4515295(— ) 

EIogcost^= 00003720 (^ ) 
logtgjit= 9-6101456 (—), 
lögsinjtt= 9*5767832, 
logcosjit= 9-9666378 (—). 

log cos ^^i^ = 9-9302014 

log sin ^^^ = 8-9459242 

E log cos 6 = 0-0003306 
E log sinir= 0-4771074 
E log sin ]» = 0-4232167 ^ 



log cos? = 9-7767803, 
log sin 1 = 9-9038573, 
log tgj = 10-1270769. 

log tg I == 10-1270769 log sin | = 9-9038573 

E log cos fi = 00333621 (— ) log sin itft—m) = 9-9022292 

logtg« = 10-1604390 (—) . ElogsinM = 0-0847876 

w = 124» 38' 58-5", log sin y = 9-8908741 

^-fM = 302«16<41-8", .y = 51«3'38-l" 

^Jl/— M = 52'*58'44-8" 
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logsmr=9-9038573 
log sin itff + €a) = 9-9270953 C—) 
E log sin <» = 0-0847876 
log sin 9 = 9-9157402(— ) 
9 = — 56'27^5".* 
Da der Beobachtongsort aaf der nördlichen Erdhälfbe lag, so 
gilt bloss der erste Werth von y. Wir haben oben angenommen, 
beide Beobachtungen geschehen östlich vom Meridian. Es sind aber 
^ offenbar noch folgende Fälle denkbar: 

1) Die- erste Beobachtung geschieht östlich, die zweite westlich 
vom Meridian.. Jetzt tritt an die Stelle von 8 — 'T die. Grösse r — s, 
da der zweite Stnndenwinkel westlich ist ; da aber cos (s — t) 
= cos (t — s}, so bleiben alle Gleichungen ungeändert 

2) beide Beobachtungen sind westlich vom Meridian. Jetzt, ist 

s ein westlicher Stundenwinkel und statt s — r hat jnan s-f-^» so 

dass bloss — r für «: zu setzen ist, man also hat: 

• h + h' h — V 

tg* cotg---tg-^cotgir, 

®^ cos^r ^'^ C0S1/; 

h+h^ . h — h^ 

cos 2 8^ 2 ^ tgS . sin?sin(V/±(») 

COS$ = r-7— ; : »tga) = — ^— , smg) = 7^^ -. 

cosdsm^rsmju. cosjii smca 

3) Die erste ist westlich. Di)B zweite wieder östlick J^tzt ist 
s wieder ein westlicher Stundenwinkel und Ar s — r kommt 360^ — 

' (s 4" *") ; da aber cos [360 ® — (s + ^)] = cos (s -f- t), so ist die Auf- 
lösung dieselbe, wie in Nr. 2. 

ABmeiknng. Es kann sieh ereignen, dasi für den Fall in Nr. 1 : h = lt* w&re. 

Alsdann wäre h' — h = 0, also tg /i = 0, d. b. /ei = 0; aber da in der Formel für 

h' — h 
cos ^ im Zahler sin — r— nnd im X^enner sin fi NnU sind, so könnte man in Ver- 

legenbeit kommen, ^reiches hier der Werth Von t sey. Man wird isich nun in fol- 
gender Weise helfen. 1 
. Allerdings ist ^ = 0; sodann folgt aber aas der Formel für tg /ei : 



* Man wird leicht bemerken , dass nnserd Formeln anch noch gelten, wenn 
der Beobachtangsoit anf der südlichen Erdhfllfte sich 'befindet, in welchem Falle 
9 negaÜT wäre. Die Deklination moss natürlich dabei immer Tom Nordpol aus 
gerechnet werden. 
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syij^^ — h) cog»tg^(h^+h)tg^tcos^(fa'-— h) 
»in/M , "" - ) cos/» 

also ▼enn m&n fi = 0, hf — h = 0, setzt, so ist 4er Werth der ersten Seite 
= cos V tg h tg ^ t, mUbii^ ist - 

^^-> _ cos^h+h) sinf(h — h) cosh ^^..x„Kt«<-r -/ costftsinh 
cos c =c " . ■ ■ ' — • — ^ = -— . cos ^ tg ü tg 7T = ■ 9 

cosdsinft s™^ cosdsin^t. cosdcos^t 

und IQr ^ = : tg o = tg £,'«> = ^ Mithin hat inan in diesem Falle folgende 

AuflOsutig: 

tffÄ . eosv^sinh . / ' *n 

tg^ = •■^~» cos^ =:.- --, sin^*^ sin {^ + t)'. 

' cosjt cog7)cos^v 

(Uebrigens ist hier direkt s = ^t, .wodiirGh die Angabe auf §. 13 reduzirt ist^, 

Dasselbe gilt, wenn im Falle Nr. 3 h' = h wflre. 

n. Aus drei, auf der östlichen Seite des Meridians gemeflsenen 
Höhen h, h'; h'^ desselben Fixsterns, so wie den gemessenen Zwi- 
schenzeiten, die Breite des BeobachtuDgsort^s (niebst Deklination 
des Sterns und Stondenwinkel der ersten Beobaehtang) zn be- 
stimmen. ' / 

Ist wieder g> die Bteite des Beobachtungsortes, S die (unbekannte) 
Deklination, s der (unbekannte) Stundenwinkel der ersten Beobach- 
tung, T, t* die in Winkel verwandelte Zwischenzeit zwischen der 
ersten und zweiten, ersten und dritten Bäobachtung, so hat man 

• • T ' 

Wie in I : . 

sin h = sin jp sin ^ -|- COS 9) COS j cos s, 

sin h' = sin y sin il.-|~ ^^^ 9 ^^^ ^ ^^^ (^ — ^)> 
sin h" = stü y sin rf -f- cos y cos d cos (s — •r'). 
Hieraus ergibt sich durch Subtraktion: 

h'+h . V — h ... 1 ^ • 1 

cos — 5 — sm — — - = cos y cos o sin (s — fr) smj f, 

h"+h h" h 

cos — ^— sm ' = coö y öps d sin (s — ^ z^) sin J t', 

woraus durch Division: / 

h'+h . h^ — h 
cos — r — sm — T — . ^ H \ • 1 

.2 2 _ sm(8 — \t)Bin{v / 

h'/a-h . h" — h'^ sinrs^^Osinlir'' 
cos — --^sin — r — ^ ^ ^ ^ . 

d.h. "h'+h ..- h^ — K . ~. 

. f . A cos — — -sm - sm^g^ 
sm(8— ^t) _ 2 2 • _ 

sin(s— i«') h"+h . h"— h , , ' 

V * •' cos — -z — sm — - — smir 
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also ^ 

8m(8 — ^r)=asln(8 — ^T'),smscos^T — cosssi1i^7=asinscos|7^ 

— acosssinji:', 

woraus, nachdem man mit cos s dividirt : 

tg s (cos ^ r — - a cos ^ f^) = sin ^ t — a sin ^ V, 

sinir — asinjir' 

^s = f — f-;, 

, cosir — acosjr 

Da s zwischen und 180^ liegt, so be^limmt diese Formel s 
ganz unzweideutig. Will man jedoch, behufs logarithmischer Rech- 
nung, eiÄe bequemere Formel haben, so hat man : • 

sin(s — ir')-|-sin(s— ^Jr) l-}-a 

_ ■■ » » ^^^ ^■^— ^— i— 

8in(8— J«"') — sin(s — ^^) 1 — a,' 

sin [s — |(ir^ + y)] cos|(r — r") _ 1 + a 

cos[8 — {(T^'{'ty]sin{it'r-T') 1 — a' 

Setzt man nun 

__ _^ cosKh' + h)siriKh' — h)sin^i^ 

*""^^^~cosi(h'*+h)sinKh" — li)siniT . 
also 

1— a l—tgtf) «'■'f'T^ -" 
80 ist 

tg [s — J (r + O] cotgi (t— r') = tg (t/; -h 45»), 

tg[s-K^+<)] = -tg-i(r'-^)tg(t// + 45.'>). (a) 
Da s — iC^'+^O zwischen und 180*** liegt, so bestimmt diese 
Gleichung s — i(^"f"^)» ^^^^ ^^^ s. Nunmehr ist 

h + h' . h' — h 
cos— ^— ßm^2- . 

cos Cp cos J = r-7 , ■ X , ■ , 

sm(s — fT)sinfr 
und ferner 

sin h = sin y sin J-f- cos y cos i ( 1 — 2 sin^— J 

= ßin5psinrf-J-cos9)cos j( 2co6^ — — 1 ) 
d. h. ■ 

^ h + h' . h'-h V 

2 cos — ^sm — ^— 

sin h = cos (<f — ä) r-p ■ . . ■ — sin^-, 

sm(s — §«r)sm4ir 2 



r. 
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. „ h-f-h' . y—h 

2cos — ^ — sin — r — 

= — cos (y + J) -j — -7-7 rT"T-7 COS*-, 

sin(s — J«")smfT. 2 

Hieraas folgt 

^ h+h' . h'— h .\,8 
2 cos — ~ — ^^^°"^^ — sin'— 

cos (q> — d) = sin h H —7 ,... -- , 

siri(S' — Jir)sinjT 

. h+h' . h'-h ,s 
2 cos ' '■ sin — - — cos — 

cos(g) + ^) = — sinh-p- ^-7 , ^ . , . 

sin(s — ^T)&m\z 

Mati bestimme nun $, ^ so dass, 



tg? 



=^^4V 



. h'+h . h'— h 

2cos— ^sm— ^ 
sin h sin (s — ^r)8iii|T 



tgf=cotg|tgJ, 



V V^ + h . h^' — h 
2eos-^sm-^ 
sinhslnCs— Jr')siniT'' 
so ist 

cos(cp — J) = sinh + sinhtff'f = — 57., 

^ cos*? 

cos(y + *>= — sinji + sinhtg^frzr — sinh(l— tg^O), (b) 
sinhcos2f 

cos ^C ' ' 

Sind y, y' die zwischen und 180® liegenden Werthe von <jp — i, 
y-f-J, die hierins fojgen, so hat man: 

iy — ä = Y j^ — 6 = Y . [g> — rf= — y \(p — i = — y 
gp + 3 = y', (5)+^ = —/, (y + i.-yV (y + * = — y', 
d.h. 

lüp=Ky+y') y=Ky— /) 9>=K/— y)»=— K/'+y) 
|<J=K/-y), *=-Ky'+y).*=Ky'+yX^==Ky-y'> 

Da sich nun in der Wirklichkeit leieht wird entscheiden lassen, 
oby = ± 4 (y +)''), oder = ± t(y' -^y), so geben die (b) die ge- 
naue Lösung unserer Aufgabe. 

Im Vorstehenden wurde vorausgesetzt , dads alle drei Beobach- 
tungen östlich vom Meridian gemacht wurden. Es sind abei: noch 
folgende Fälle möglich : . • ' 

l) Die zwei' ersten östlich, die dritte westlich» Für s — t' hat 
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man nunmehr if — s^-so dass die Gnmdgleichnogen dieselben blei- 
ben. Dasselbe gilt für die Fofmeln (b). Was (a), so sey X der 
zwischen und 180^ liegende Winkel fiir den 

tgi=:-tgj(i^'-r)tg(V) + 45*), 
so ist (erste Abthlg. §. 10) 

wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist. Demnach 

nnd man hat die ganze Zahl n so zu wählen, dass s zwischen und 
180® föllt, was offenbar nur einen einzigen Werth für n gibt. (Wäre 
z.B.i=136^{(r^-l^)=='76•30^6Owä^eA4•4(«^-^^0 = 2ll^30^ 
also müsste nt= — 1 d.h. s = 211*^ 30' — 180^ = 31^30' seyn.) 

2) Die erste östlich, die zwei andern westlich. Für s — r, a -*- r' 
sind zu setzen % — s, ir' — s*, so dass die -Grundgleichungen diesel- 
ben bleiben. Für (a) gilt dasselbe wie so eben unter Nr. 1. 

3) Alle drei westlich. Jetzt treten s -(- r, s-f-r' an die Stelle 
von, s — T, s — V, so dass also — r, — i;^ für «:, r' zu setzen sind. 
Man hat demnach : . 

h+h' . h-^h' . ^ , 
2. 

tgv— 



cos -^t: — wn — - — Binf r 



h-fh" . h— h" . ' 
cos — - — sin — - — smj« 

tg[s+i(«^+r)] =tg^^tg(i//+45'»), 

V- h+h' . h-f 
2cos.-^sm-^ 
sm h sm (s + J r) sin i «^ . 



tg5 = 



„ i + h" . h — h" 
2 cos — - — sm 



= sm 



tXj^'^" 2 ™ 2 . .. s 

2 V i 



sinhsin(s+K)sinK^*«^="^''*^2*^^- 
Die (b) bleiben ungeändert.- 

4) Die zwei ersten westlich , die dritte östlich. In Nr. 3 tritt 
360® — (s + t') an die Stelle von s-f-«"'? so. dass Alles bleibt, wie 
so eben. Der Werth von s wird ip analoger Weise bestimmt, wie 
in Nr. 1. 

ß) Die erste westlich , die zwei andern östlich. Die Auflösung 
in Nr. 3 bleibt auch hier. 
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% 
Anmerkung. Jm Falle Nr. 1 kSnnte h =r h'', oder V == h'' seyn. Für h = h'' 
ist in «bigen FDnneln offenbar 

cos 59 cos 5 sin (s — ^ t') sin J t' = 0, 
also 4a nicht cos 9», cos d, sin \ %*. Nnll sind, ist sin (s — ^t') =^ 0, d. h. s ^ \x\ so 
dass s ganz direkt bestimmt üj^t, und man der Formel (a) nicht weiter bedarf. 
Zur Bestimmung Ton tg i wählt man nun den ersten >Verth.' ^- Für V = h'' hatte 
man s =;= 4 (^H^^)« eder man könnte die Formeln des Textes geradezu anwenden. 

Im Falle Nr. 2 konnte h = h', oder h = h" seyn. Für h = h' wäre s = J t und 
man würde zur B^,stinmiung yon tg ^ den zweiten Werth wählen ; für h = h'.'^ wäre 
%z=i\tf und für tg ^ hätte man den ersten Werth zu nehmen. 

Für Nr. 4 könnte h = h", oder h' = h'* seyn. Da jetzt für h = h" (und — t' 
statt t'): 

y cos cos 5 sin (s -}" T *') sin J t' = 0, 
BOistsin(s4-i«0=O. also s4-it'=180°, mithin s=l80« — ^t*. üebrigens wäre 
jetzt auch ^ = 90^, wodurch man dasselbe erhalten würde. Der Fall h' = h'^kann 

geradezu doirch unsere Formeln erledigt werden ; übrigens ist dann s<= 180^ \—, 

Für Nr* 6 kOnnte h =; h', oder h = h" seyn. Wenn h = h', so ist s = 180® 
— 7 IT ; wenn h = h'' : s =^ 180® — \x!: Das Uebrige ist wie so eben* 

in. Der Winkel am Zetiith Z, den der Höhenkreis ZH und der 
Meridian AZB mit einander machen, heisst das Azimuth des Sterns 
S. Wir wollen dasselbe von Norden durch Osten nach Süden bis 
180*, und von Norden durch Westen nach Süden ebenfalls bis 180® 
rechnen; alsdann ist der Winkel PZS in dem Dreiecke SZP das 
Azimuth, von S. Das Azimuth wird offenbar vermittelst des Ho- 
rizontalkreises eines ^Theocjolithen gemessen, wenn man mit dem 
Höhenkreise die Höhe des Sterns beobachtet. 




Aus zwei gemessenen ^Höhen desselben Sterns, dessen Deklina- 
tion S bekannt ist, so wie aus dem gemessenen unterschiede der 
Azimut^e '*' des Sterns bei beiden Beobachtungen die Breite des Be- 

* Der Unterschied der Azimuthe wird, wenn man mittelst eines Theodolithen, 
der einen HOhenkreis hat, beobachtet, auf dem horizontalen Kreise geradezu abge- 
Dienger, tpliäzische Tiigoaonetrie. 20 

4 
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obacbtnngsortes (nebst dem Azimntbe der ersten Beobacbtong) zu 
finden, wobei wir beide Beobacli^tungen atif der östlichen Seite des 
Meridians voraussetzen. 

In jBezug auf die Riehtupg, nach welcher der Unterschied zweier 
Azimiithe gemessen wird, wollen wir inmier annehmen» d^^ss man 
von der ersten zur zweiten Beobachtung übergehe, indem man den 
Höhenkreis in der Richtung Nord-Ost-Süd- West dreht. Alsdann 
sey a das Aiimuth von S, d. h. bei der ersten Beobachtung, a der so 
gemessene Unterschied, so ist das Azimuth von S', d. h. der zweiten 
Beobachtung =.S'ZP, entweder = a -)- a im ersten Falle, oder 
a + a — 360Mm zweiten, da für diesen Fall SZS' = 360*^^aund 
S'ZP = SZP — SZS'ist. ' 

Man hat nun in den Dreiecken ZPS, ZPS^ : 

sin j = sin h sin 9 4" ^^s ^ ^^^ 9 ^^^ ^' 
sin 5 = sin-h' sin tp -f- icös h' cos y cos (a + *)* 
welche . Formeln allgemein gelten; da cos («-["* — 360®) = 
cos (ci^rf- a) ist, und woraus ip und a zu bestimmen sind. 

Vergleicht man diese Formeln mit den spät;er iii YIII aufge- 
stellten 9 so wird man sich leicht überzeugen, da^s folgendes Glei- 
chungssystem unsere Aufgabe löse : 

tgh' , ^ cosutga tg^cosh^cosacosCu — h) 

^ cosocosfljcosh'sma . qosi/; 

sin J cos (f — :h) 

^ smf 

tgt//cosf .. ,^ 

^^^^ sin&— jy tg9 = cosacotg(f— h), 

worin wegen der Winkel jii, J, ij, £ i/^, ^ dieselbe Bemerkung gilt, 
wie in VIII. 



lesen. Die direkte Beobachtung eines Azimnthes setzt die ELenntniss der Meridians- 
richtong anf der Erde voratis; umgekehrt aber wird auch die Eenntniss eines Azi- 
muthes diese Heridianstichtnng geben. Nnn -verden wir in den folgenden Auf- 
lösungen jeweils das Azimuth bestimmen, oder doch leiclit bestimmen können, so 
dass damit zugleich auch die Aufgabe gelöst ist , die Bichtung des Meridians in 
dem Beobachtungsorte zu bestimmen. Kennt man diese einmal» so lassen sieh 
dann leicht auch direkte Azimntbe messen, w|is einer weitem £rl&utenmg wohl 
nicht mehr bedarf. 
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Wir haben in unserer Ableitung beide Beobachtungen östlich 
vom Meridian vorausgesetzt. Wie in I ergeben sich aber noch 
folgende Fälle : . _ 

1) Die eine Beobachtung östlich, die zweite 'wefetlich vom Me- 
ridian. . -Jetzt ist das erste Azimuth (a) östlich, das zweite westlich; 
der Unterschied sey wieder a, gemessen, wie bereits angegeben. 
Das zweite Azimutii i«t jetzt immer 360® — (a+a), wie man leicht 
sieht, da a-f-der Summe beider Azimuthe = 360^ seyn muss. Die 
obigen Formeln bleiben also ungeändert . (Für h =r h' wäre a = 1 80® 
— Ja, und man fände 9 aus dem Dreieck ZPS). ' 

2) Beide Beobachtungen sind westlich vom Meridian. Das 
erste Azimuth sey wieder a, a der wie bereits angegeben. gemessene 
Unterschied, so ist das zweite = a-^a oder a — ' a-f-360®, so dass 

. in obigen Formeln bloss — a für a zu setzen ist. 

3) Die erste Beobachtung westlich \ die zweite wieder östlich 
vom Meridian^ Die Azimuthe (erstes westlich, zweites östlich) sind 
a und a — r a\ da aberqos (a — d) = cos {a — a), gibt jetzt die- 
selbe Auflösung wie in Nr. 2 , (für h = h' wäre geradezu a = ^ a, 
und man könnte tf leibht direkt' finden). 

Anmerkung. WoUte- man die angegebene analytische Auflösung nicht be- 
nützen« so kann man eine reizl trigonometrische an deren Stelle setzen. In dem 
Dreieck ZSS' kennt man ZS ^ 90» — h^ ZS' = 90^ — - h', SZS' = a, kann also 
dasselbe yoUständig berechnen (§. 11), d. h. SS' nebst ZSS' finden. In PSS' kennt 
inan jetzt SP = ST = 90<* — 5, SS', kann al§o *(§. 9) den Winkel PSS' = PS'S er- 
' halten; alsdann ist ZSP = PSS' qc ZSS', woraus das Dreieck ZSP aufgelöst wer- 
den kann. Man sieht,, dass eine doppelte Auflösung theoretisch möglich ist , wie 
diess auch in der analytischen Auflösuig liegt* Man könnte diess übrigens wie in 
I ganz deutlich herrortreten lassen, indem man in ganz Ähnlicher Weise sin 9» be- 
stimmen würde. Man fände so: 

AB + CD + Vi — ^A» + C») + B' + D* — (B C- ~AD)'^ 
sm<p = l+B*+D* ' 

▼0 ^ sin^Ch+hOsin^Oi — hOsiuö- sin(h — hO 

-, B = 



cos h COS h' sin ^a Zcos h cos h^ Sin f a 

^ cofei(h+h')cosi(h~h')sin« ^ 8in(h+h') 

C = - •■ ■ •■■' ■ , \j = 



co^hcosh'cosia * 2 cos h cos h' cos Ja 

IV. Aijs drei auf der östlichen Seite des Meridians gernessenen 

Höhen desselben Sterns, so wie den gemessenen Unterschieden der 

Azimuthe soll die Breite des Beobachtungsörtes (nebst Deklination 

des Sterns und ^stem Azimuthe) berechnet werden. 

20* 
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Seyen h, V, h'^ die drei beobachteten Höhen *,ä die DieHination 
des Sterns^ a das erste Azinmth, und man habe die Azimothaldifife- 
renzen' so gemessen, dass man von der ersten zur zweiten, und von 
der ersten zur dritten Lage in der Drehungsrichtung Ost-Süd- 
W^st-Nord fortgeschritten ist; dieselben seyen st, a^ so hat man 
wie in ni: 

sinÄ = sinhsin<p + coshcos9)COSa, . 
sin J = sin h' ßfn 9^ rf- cös h' cos 5p cüs (a 4- a), 
sin J = sin h" sin 5p ^"cos h'' COS ^ CO? (a -}- a^, 
woraus (f^ ^, a zu bestimmen ^ sind, (a.i^nd ä' sind positiv, können 
aber von bis' SdO"" gehen). Durch Subtraktion folgt aus diesen 
Gleichungen: 

= sin 9) (sin h — sinh') -j- cos y [cos h cos a — cos h' cos (« -f- a')], 
= sin 5p (sin h — sin h") -|- cos 5p [cos h cos a — cos h" cos (a-J-a')]. 
Nun ist (erste Abthlg. §. 14) : 

sinh — sinh' = 2cosJ(h + hO;sinKh— k')» 
sinh — sinh"=2cosi(h-hh'')sinKh — h"); 
cos h cos a — cos h' cos (a+a) = ^,(cps h — cos h') [cos a-j-c<^s (a4"*)3 
+ i (cos h -f» (JOS h') [cos a — cos (a -j- a)] 

= 2sini(h+h')sini(h' — h)cos(a4•i*)cos^a-f-' 
2cosKh+hOcosKt'— ]a)sin(a^4-ia)sin^a, 
cos h cos a — cos h" cos (a-j-a')— 2 sin \ (h-fh'') sin \ (h'^ — h) 
cos(Ä+ia0cos^a'+2cosKh+h'0cosKh''— h)sin(a+JaOsinJa', 
folglich, indem man zugleich durch cos^ y dividirt: 
= cosKh+hOsini(h— h')tg9)-|-sinf(h+h')sin4(h' — h) 
cos(«-f-Ja)cosJa+cosKt+hOcos4(h' — h)sin(a+|a)sinfa, 
= cos Kh + h''>sin Kh — h'O tg 9 + sin i (h + h'O sin Kh^' — h) 
cos (a+i aO cos | a'+cos \ (h+h") cos Kt"— h) ^in (a-H aO sin J a', 
woraui^ für tg <jp zwei Werthe folgen. Setzt man 

tgi// = tg$acotg'j(li'— h)cotgKh' + h), 

tgi/;' = tg^a'cötgKh"— h)cotgKli*'+li), 
so ha$,man: 

tgy = tgKh+hOcos(a+ia)cos Ja-|-cotg$(h'— h)sin(a+ia)sinia 



♦ 



Welche Höhen natürlich Torerst um die Strahlenbireehnng zn corrij^en 
(erniedrigen) «ind ; dieselbe häi^ übrigens , neben dem Zustande der AtmQsphftre 
bloss von der HChe ab. ' 
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= tg T (l^+h.O COS (a+^ a) cos ^ a+tg 1/; tg { (b+hO cos ^ a sin (a+^ a) 
= tgT(l^ + li')cos4a[cos(a+^a)4-sin(a + ^a)tgt/;] 

__!^ tg^(h-f"V)cos^acos(rt-f-T^ — "^Z^) 

cofr^ * - ; ' 

imd ebdn so 

tgKh+h'Ocös^a'cosCä+ia' — V^O , 

*«9^= . cosi^f — : — ^ — - 

Ganz ebenso erhielte man übrigens auch , . 

igipszi=z sin \ a cotg^h' — t) cos (a+^a) cotg \p -f- 
cotgl (b' — h) sin(a4"i3i>sin^a 

sia^acotg|(b^ — b) cos(a-("i^-^V^) 

— . — ^ , — — ^ 

sin \ a' cotg \ (b" — h) cos (a + i a' — i//') 

tg cp = : — — ^ ^-— . 

^^. - sini/;' , 

Demnacb: 

cos(€^+$a — \f)) tg^(b+b")cos^a'cost!^ 
cos (a + 1 a' — %f)*) tg ^Ch + b') cos | a cos \p' 
cotg^(b" — h)sin^a'sini/^ . 
' , cotgJ(h' — b)sin^asini^' 

Setzt man die zweite Seite. = A, so erbält man bierans, in- 
dem man zu 1 addirt, .oder von 1 subtrabirt, und die Resultate 
dividirt . / , 

cos(tt"|-|a — i^)-|-cos(cg."f"|a^/ — t/^Q l+A 

cos(a-}-ia' — 1//0 — cos(a-f-Ji3i — 1/^)~" 1 — Ä' 
d. b.' (erste Abthlg. §- 14) : 

sin[a44(a+aO-K^+V^OJsi»[i(a^aO+KV^'-V')] 1-A' 
Also wenn 

tg?.=:A, j^ = tg(?+45«) = G0tg(45«-?): 

cotg[« +. J (a+aO — K^+V^O] cotgß (^-aO + KV^'-V^)] 

= tg(?+45«), 
tg [a+ Ka + aO -^ J (t// +1/;')] = cotg (5 + 45«) cotg [| (a— a') 

Sey nnn ^ der zwischen und 180® Hegende Wertb von a + 
J(a-|:a0 — KV^+V^O> ^®r hierausfolgt, so ist allgemein (§. 10 
der ersten Abthlg.) : . 



310 Fünfter Absdmiit. 

wo n eine positiv& oder negative ganze Zahl ist. Man hat aiso 

«^A+'n.l80«+KV^+V^O-Ka+a'), 
und da a zwischen und. 180® liegt, so hat n einen^einzigen, immer 
leicht zu bestimmenden Werth. Kennt man nun a, so gibt tg 9) &en 
Werth von y, und ä wird sodann aus ZPS gefunden. 
Zur Auflösung der Aufgabe hat man also : 

tg V = *g i acotg Kh'-^h) cotg Kh+h'), 

tgV^'=tgia'cotgKh"— h)<J0tgKt+t")» 
^ _ tg ^ (h 4" hV) cos { a,' cos 1// _ tg ^ (h^ — h) sin ^a^ sin tp 
*^^"" tgKh+h')cos4acosi/^' ■""tgjCh"— h)siniasini/;'' 

tgA = cotg(? + 45°)cotgQ(a— .a')+KV^'— rP)]» 

tg^(h^h^)cos^acos(€ig--|--^a — xfj) 

^ co&tp 

cotg^(h' — h)sin^acos(a+fa — tjj) 

sint/; 
__ tg ^ (h ■{- h^^) cos i a^ cos (cg.+ ^ a^ — tpiy 

cotg i (h" — h) sin ^ a' cos (a •+- 4 a' - r-i/zQ 

= ^ ; — — — ^ r. 

smi/;' . ' 

Im Vorstehenden wurden alle drei Beobaohtungen als astlich 
vom Meridian angestellt angenomüien. 

Wie in n hat man jedoch noch folgende Fälle ta betrachten: 

1) Die zwei ersten östlich, die dritte westlicht • Schreibt man 
wieder vor, dass man bei Messung der Azimuthaldiflferenzen zwischen 
erster und zweiter, erster und dritter Beobachtung die Drehungs^ 
richtung Ost-Süd-Wefet-Nord einhalten müsse , so sey a das erste 
(östliche) Azimuth ; alsdann ist « + a oder a -f- a — 360*^ das zweite, 
360® — (a -f- a') das dritte. Die obigen Gleichungen bleiben also 
-ungeändert. . ., . . - . v ' 

2) Die erste östlich, die zwei andern westlich. Das erste (öst- 
liehe) Azimuth. sey a, so sind die andern 360® — (a 4~a), 360® — 
(a + a') (beide westlich), also blisiben ebenfalls die obigen Glei- 
chungen ungeändert. a, a' sind in demselben Sinne, wie obefn, ge- 
rechnet. 

3) Alle drei sind westlich. Die (westlichen) Azimuthe sind ; 



. I 
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« für die erste Beobachtung ; a -r- a, oder 360® -f- a — a für die zweite ; 
a — a' oder 360* + a — - a' für die dritte. Also treten — a, — a' 
an die Stelle von a, a'; d, h. man hat? 

tgV/=tgJacotgKh— hOcotgKh+h')» 
tgV^'=tgia'cotgKh— h'0cotg4(h+h"), 
. tg ^ (h -f- hf*) cos { Bf cos \f) tgi(h — hOsinJa'sini^ 

^^ "~ tg^(h + h^)cos^acosi^'"" tgj(h — h")sin^asini^' 

tg A ^.cötg (?+45®) cptg Q (a'-a) + V(t/;' - 1/;)], 

a=^+i(a + aO+KV^ + V^O + n^i80^ 

tgq^^ ^gKh+hOeos^acos(«-^^a — t/;) 

^^ . . cost// 

cotg f (h — hp sin ^ a cos (« — j ä — \p) 

tgKh+h")cos^a'cos(a— ^a'— t//') . 

_ cotg i (h — h") sin ^ a' cos (a — ^ a' — i/;') 

4) Die zwei ersten westlich, die dritte östlich. Die Azimnthe 
sind a; a-r-a oder 360^+a — a das zweite; a'— a das dritte. Die 
Formeln in Nr. 3 bleiben also nugeändert. 

6) Die erste westlich, die andern zwei östlich. Die Azimuthe 
sind a, a^— a, a' — a, »also bleiben wieder die Formeln in' Nr. 3. 

V. Zwei Sterne, deren Deklinationein bekannt sind(rf,-J') wurden 
auf der östlichen Seite^ des Meridians in gleicher Höhe (h) beobach- 
tet und der Unterschied ihrer Azimuthe (a) gemessen. Man soll 
die geographische Breite- des Beobachtungsortes (nebst erstem Azi- 
muthe) daraus bestimmen. 

Nehmen wir die Azimuthaidifferenzen immer wie in IV, so hat 
man (nach IQ) : 

sin rf = sin h sin y -f^ cos h cos (p cos «, 

sin rf' = «in h sin y -}- cos h cos y cos (a -f- a). 

Vjergleicht man diess mit I, so ergibt sich als Auflösung : 
,„,,,_ tgl» X, .. _ cotg I (S + S') tg K^ - <?') cotg i a 

*8V'-^^^tg'*- : :^ ' 

COS g — -- — z—, — ; ' , 

coshsmfasmju 
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tff ft) = — ^ — ^, sin (p = r-^ . » 

€06^ sm« 

1) Geschieht die erste Beobachtung auf der östlichei^ die zweitQ 
auf der westlichen Seite nnd ist adas erste (östliche) Azimnth, so 
ist das zweite (westliche) 360® — (« + a)j also bleibt obige Auf- 
lösung. 

2) Sind beide Beobachtungen westlich, so sind die (westlichen) 
Azimuthe: a; a — -a oder 360" -f-a — a, so dass — a an die Stelle 
von a tritt. - . 

3) Ist die erste westlich , die zweite östlich, so gilt dasselbe 
wie in Nr. 2. . ... 

VI. Drei Sterne, derep Lagen am Himmelsgewölbe bekannt 
sind, wurden in derselben, weiter nicht bekannten Höhe beobachtet, 
so wie die Zijrischenzeiten ihrer Beobachtungen gemessen. 

Da die Lagen der Sterne bekannt sind, so kennt man nicht nur 
ihre Deklinationen 8, J'^ J", sondern auch die Winkel am Pol, 

« 

welche ihre Deklinationskreise (Stundenkreise) mit einander machen. 
Gesetzt nun, die Deklinationskreise zweier Sterne machen mit ein- 
ander deii Winkel ß, so wird, wenn s der Stundenwinkel des einen 
Sterns ist, der des andern zu gleicher Zeit s + /9 seyn, wenn letz- 
terer östlich vom ersten steht auf der östfichen Seite des Meridians; 
zu einer -Zeit t später, wird er also s-^ß ±.15 t seyn. Aus diesen 

w 

Ajideutungen wird man leicht entnehmcQ, wie man immer die UjQter- 
schiede der Stundenwinkel der drei Sterne für die drei Beobach- 
tungen angeben kann; sie seyen r, tr^, «o hat man jetzt: 
sin h= sin ^ sin y-j- cos <J cos y cos s, 
sin h == sin rf' sin (p -j- cos.J' cos (ff^ cos (s 4** ^X 
sinh = sinrf"sin^-f-cosJ"c.os^cQs(sr4-^), • 
Vergleicht man diess mit IV., so erhält man so^rt: 

tg V^ = tg i r cotg K<»' — cJ) cotg i (rf' + ^), 
tg V^' = tg i t' cotg ^ (<J" -^ S) cotg i (<r" + iX 

' tgK^+^OcosiVcost/;' ~"tgK<J" — ^)8mirsint//'' 

tgA = cotg(45« + J)cotgß(r-T0 + i'(V^'-V')l ^ 

tgJ(J-}-J')cog^rcos(s + i«^ — V') 

.^"~" cosi// 
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"^ costp' 

_ coigK^^--^)sin^t^cos(B+4y^ — 1///) 

siaxf/ 
Als Zahleilbeispiel wollen wir.das folgende (von Gauss in der 
monatlichen Correspondenz 1 8. Band, S. 289 gegebene) beifügen. 

Die beobachteten Sterne waren : a Andromeda (östlich vom Me- 
ridian), a kleiner ßär, a Leyer; die Zeitunterschiede (Sternzeit) : 
14Min. 4]^k. = 3'31', und 31 M. 55S.r=T'68'45"; der Winkel 
der Stundenkreise der zwei ersten Sterne ist 14®7'50*55'' östlich, 
des ersten und letzte 82" 1' 5*55" westlich; die Deklinationen der 
drei Sterne sind: 28»2'14-8", 88»l7'5-7", 38»37'6'6". Also: 
T=-)-14''r'50-65"— 3»31'=+ lÖ»36'5Ö-55", r* =— 82''l'5-ß5" 

— 7'*58' 45" = — 89*59' 50-55", 

J = 28*2' 14-8", d!' = 88''l7'5'7", a'' = 38*37' 6'6'^ woraus: 

^ (S' —S) — 30* 7' 25-45", ^ iS' + rf) = 58* 9' 40-25", 4 iS" -^S) = 

5" 17' 25-9", i (*" + 5) = 33" 19' 40'7", i t = 5" 18' 28-27", 

it^s;:— 44*59'56'27". - 

iogtg\v= 8-9679725 logtg'^T'= 9-9999801(— ) 

logcotgK*'— ^)=10-23639741og<;otgK^"— *)=ll-0333869 
logcotgK^'+^) = 9-7930670 l ogcotg|(3"+3) =10-1820539 

\ogtg%f/= 8-9974369 logtgV'=lI-2164209(— ) 

^ = 5* 40^37-9^" . i//' = 93''29'4-93" 

logtg|(^"-J7*)= 9'8179461 K«^— ^0+KV' — V') 
. logcosir'rr: 9-8494950 =69*3' 23-76" = y 

• logcosi// = 9-9978645 . . log cotg(45* +?) 

ElogtgK^'+*)= 0-7930670 — 1 , ±=10-1857383(— ) 

Elogcos^r.^ 0.0018655 jogcotgy?=:_9;5828937_j_ 

Elogco8V>'=; = 1-2162246(— ) logtgJl= 9-7686320(— ) 

logtg?=10-6764627(— ) A = 149*35' 14-71" 

?= 101-63' 41 -29" A— K«'+^)+KV+V^) 
45*+5 = 146*53' 41-29" =219*0'5114", 

n = -l, " 
.8 = 39»0'51-14", 
s+^r^V' = 38*38' 38-46". 
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log tgK*'+*) = 10.2069330 

logco8ir= 9-9981344 

logcos(8-f-Jr— ^)= 9-8926738 

Elogco8V^ = 0-0021354 

logtg9 = 10-0998766 

9 = 51"31'51-45". 

Anmerknng. Die hier angegebenen SteinSrter sind die scheinbaren Tom 
27. Ang. 1806, als dem Tage der Beobaehtong; ^e ändern atk ußt der Zeit nadi 
bekannten Gesetzen , so dass zu rerschiedenen Zeiten dieselben aodi Tersehieden 
sind« Unsere Formeln Terlangen natfirlieh die Kenntniss dieser. scheinbaren Stein- 
Orter, welche letztere in dem ^»Berliner astronomischen Jahrbuch" för alle Tage 
des Jahres gegeben sind. Die Deklinatiooen sind dort geradezu angegeben; was 
die l^Hnkel der Deklinationskreise anbelangt, so ist in den Tafeln die gerade 
Anf steigttng jedes Sternes angegeben, d. h. der Winkel, den der Deklinationskreis 
des Steins und der des Frfihlingspuiktes ($. 24, Nr. 1) am Pole mit einander ma- 
chen. Dieselbe wird ron Westen gegen Osten Ton 0® bis 360* (gewöhnlich von 0^ 
= Stande bis 2^^) gezahlt^ 

Vn. Drei Sterne, deren Deklinationen (^, i\ J") bekannt sind, 
wurden in gleicher, jedoch nicht weiter bekannter Höhe beobachtet, 
und die Unterschiede ihrer Azimathe gemessen. *' 

Mit Beachtung des früher Gesagten wird man bei den vielen, 
hier möglichen Fällen die Winkel a, a^ (positiv oder negativ zu. neh- 
men) angeben können, so dass 

üni = sin h sin 9 -|- cos h cos g> cos a, sin j^ = siubsin^-f'^^^h 
cos g> cos (a + *)> ^^^ *" = ßi^ h sin y -f- cos h cos y cos (a + a'). 

Daraus folgt wie in ü: 

*^"'cosi(J4-cl'0ßmK*" — *)sinia* '^ 
tgi(a'— a)tg(V;+45*), «=A— !(*'+»)+ Ji.180*, 



* tJm diese Beobachtungen" anzustellen,' bedarf man eines Theodolithen, der 
einen Hohenkreis hat , welcher übrigens nicht einmal eingetheilt zu seyu braucht. 
Man stellt das Femrohr auf einer gewissen Hohe fest, die eben der Hohe der drei 
Sterne entspricht und ^obachtet sodann die Azimuthaidifferenzen. 

Ist a ein Ostliches Azimuth, also der erste Stern, dessen Deklination d ist, Ost- 
lich Tom Meridian beobachtet, so sind die im Texte angegebenen Formeln geradezu 
anwendbar, Torausgesetzt, dass man die Azimuthaidifferenzen in der in lY angege- 
benen Weise rechnet. Ist dagegen a ein westliches Azimuth, so hat man — a, — a' 
an die Stelle von a,' a' zu setzen. 
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tgt = sin-V sinysin(a+Va)sinH ' tgf=cotgi«tg|. 
cos (y — h) = ^^, cos (y +li) = — ^^^^sin J ; 

ergeben sich Weirans y, y' für y — h, y -}- h, so ist 9 = ± J (y + y') 
oder=±i(y' — y). 

Vni. Zwei Sterne, deren Lagen am Himmelsgewölbe bekannt 
sind, wurden zu verschiedenen Zeiten in verschiedenen Höhen ober 
dem Horizonte beobachtet. Man soll hieraus die Breite des Be- 
obachtungsortes finden. 

Seyen S, S' die bekanntenDeklinationen; h, h' die ebenfalls be- 
kannten Höhen der beiden Sterne;, s der Stundenwinkel des efeten 
Sterns bei der Beobachtung, so wird man aus der bekannten Lage 
beider Sterne und der Zwischenzeit der Beobachtungen die Grösse 
X finden können, so dass js -f** ^ ^^^ Stundenwinkel bei der zweiten 
Beobachtung ist. Man hat nun; 

sinh = sin^sin5p + cösJcosg)coss, | . v 

sinh' = sin^'8ing)-|-cosJ'cos5pcos(s + f), j 
aus welchen Gleichungen 9) und s gesucht werden. 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

8in*h = sin'^sin'<jp-f*'2sinrfcö8Äsinycos9 cos s-|tCOs'<Jcos^5P 

cos 's, und hieraus: 

1— cos'h = (l — cos*rf)sin'y-|-2sin Jcos'rfsiny cos 9 cos s 

+ cos*5pcos*s(l — sin'^), 
d. h. 

1 — cos* h= sin* 9 — cos' rf sin* y -f" 2 sin S cos 6 sin q> cos q> cos s 

^-cos*9)COS*s— cos*5pcos*ssin*^, 

1 — cos*h==sin*5^ — cos* Jsin*y-f"2 sinicos tf sin 9 cos cpcoss 

4rco8*5p(l -^8in*s)-*-cos*9COs'ssin*rf, 

woraus leicht: 

cos*h= cos* J sin*5p — 2 sin icos S siny cosy cps s-j- 

• cos*5)cos*ssin*J+<5ö*'SP^*^^s 

= (cos j sin 9 — cos 9 sin i cos^b) * + (cos 5p sin s) *, 

oder ' 

(cos J sin 9) — cos y sin Jcos s*\ * j^ /' cos y sin s ^ * 
cosh >' V cosh -^ 
Hieraus schliesst man, dass ein Winkel 1^ möglich ist^ so dass. 
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cos^sino) — cogfjpginJcoss . coscpsins . . .,v 

— > ^ x^ = cosi^, — ^ — = ßintl). (b) 

cosh ^ cosh r V / 

Die beiden ersten Gleichungen in (a) und (b) sind nun : 
sin J sin 9 -|- cos S cos s cos g> = sin b, 
cos jsin 9) — cos 9 cos s sin J = cos 9// cos h; 
zieht man aus denselben die Grössen sin g> und cos<|pcoss, so er- 
gibt sich : . 

sin 9) = sin h sin j 4^ cos 1/; cosh cos <!, { ,^ 
cosy coss = sinhcos j — cos )^ cosh sin ^. | 
Die zweit^e Gleichung (a) ist 
sin h' = sin i' sin 9) + cos J' cos rcos <jp cos s — cos 8' sin r cos q> sin s, 
alsa wenn man beachtet, dass nach (b) cos 9) sin s=^ cosh sin 1//, und 
aus (c) die Werthe von sin g> und cos g> cos s einsetzt: 
sin h' = sinhsin Jsin j'-f-cost//coshcos^sin j'-f* ^^^hcos^oos J^ cos r 

— ,co8 tp cos h sin 3 cos d' cos t — cos d' sin r cos h sin 1^, 
d.h. ' . , 

sinh^ — sinhsinjsind' — sinHcosÄcos3^cosir = 
cos tp cos h (cos 6 sin 6* — cos J' sin Jcos v) — cos d' sin » oqs h sin tfJ. 

Man bestimme nun den Winkel $ so dass 

^ -. cosÄsinÄ' — cos J' sind cos T 

Q0tg5 = — : , 

coso'smir 

so erhält man: 

sinh* — sinhsindsiny — sinhcösJcosycosy cos 8' sin z C08(S-4"V^) » 

cosh sin$ 

oder 

,^ , . sin^Csiah' — sinhsindsia^ — sinhcosdcosJ'cosir) ,,. 

cos ( J+ V) = — r ="— ' jr-^ 't (d) 

^ cosh cosd'smir ^ ^ 

woraus» bei bekanntem $» nunmehr ^ erhalten wird. 

Aus der zweiten (b) und der zweiten (c) folgt nun : 

cosh Sinti; , . 

tg s = • ^ ( e ) 

sinhcos j — cosh sind cos tfi* 

und dann folgt 9) aus (c), wozu man s nicht nöthig hat»* oder aas 

der zweiten (b) und der ersten (c): 

sin s (sin h sind -4- cosh cos d cos t(f) ^^ 

coshsm^ 

Will man die Rechnung etwas bequemer einrichten» so bestimme 

man einen Winkel fi so dass 
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tff£t"=-^ — , sind' = 008 J' COS Ttgtt, 
"'^ COST • 

®^ ^** ^ cos J cos Ä' cos T tg u — cos <J' sin J cos r 

^ cos ö' sin r 

. =cotgff(cpsJtg/t— smrf) — ^^^^1^ . 

Macht man ferner 

-. * 

iotz=— — ^, sinh = coshcosiI^tg£ 
*^ cosil^ ^ ® 

SO ist 

sinhcosi — coshsinicosi^=cosÄcos*cosi/^tgf— coshsinicosi// 

cos h cos ip sin (C — S) 

oosi" . 

. ^^ tgycos; 

^^^-sin(f-rf)' 
nnd 
sinhsinJ+coshcosrfcos^=:coshcös^tgfsinÄ4rCOshcosJcos<// 

cos h cos 1// cos (f— d)' 
cos^ 
sin s cos (i*— ^) cotg 1/; 



^* . cosf 



, , ^ , cosfcotgs 
oder da cotg tD = -t-tt — ^ : 

^ sin(f — 0) 

tg y = cotg {^— J) cos s. 

tJebrigens ist auch 

cos h cos t^ cos (f---^ 
sin 5p = cos h cos ip tg fsin J+cps tp qos h cos ö = — —z 7 

' ' sin h cos (^ — J) 

smf 
da man cos h cos ^ = sin h cotg t hat. 

Eben so .ist. 
sin h sin 5 sin J' + ^i^ t cos d cos *' cos t = sin L [sin d cös df cos r tg ^ 

-[-cos^cos^i'cosr] 
si n h cos S^ cos r cos (fi — S) 

COSj» 

also . V 

. : . r.,i sinhcosJ^cosyco s(/it— J) l . sing 
cos (£ + V/) = LsmV ^^^^i;^ Jcoshcosd'sinir 
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und wenn man endlich 

• sin h cos ^' cos r cos (a — S) 

tg« = — ^*- ^ 

' cos h' cos /(t 

setzt, 80 ist ^ 

^.Q^/v I w,)^. ^ipgpinh^'-cosh^tgiyT sing sin (h^-~iy) 

^ coshL cosJ'sinr J cos h cos ^ cos ^ sin r* 

Zur Auflösung unserer Aufgabe »hat man also: 

tgi' ^ . costttgT - sinhcos J^cosTCos(ie — 8) 

eosa+v»= ^^J^^O^'-V^ ,tgf^-^. 
^ cosncosi^cosd'sinir ° cosi^ 

sinhcosC^* — ä) 

sm «p = r-z , 

^ smf 

und wenn mai^ s will : 

tgti/cosf ,. ^ 

tgs = ^.°T tgy=:cosscotg(f— ^. 

Die Winkel fi, J, iy, f sind zwischen und 180® zu wählen; was 
S'-\- tp anbelangt, so gibt es zunächst einen zwischen und 180® 

liegenden Werth « für J -f" V> *^^' ? + V ^^ — ^ ^*^® ^^^^ ^^ 
zulässig, so dass tp doppelwerthig erscheint, eben so also auch C 
und 9?. Welcher der beiden Werthe von y zu wählen ist, lehrt die 
Ansicht der Aufgabe. 

Als Beispiel wählen wir das folgende: Am 19. Sept. 1860 wur- 
den beobachtet : Arcturus in 1 6^ 40' 33 -5", Athair in 49® 6' 3-7"Höhe ; 
der Zeitunterschied betrug 19 M. 18-36 Sek. (=4® 49' 35-4"). Die 
Deklinationen sind 20*4' 23-6/' und 8®26'0-0"; Arcturus war west- 
lich vom Meridian und der Winkel beider Stundenkreise 83® 39' 13*7" 
östlich. / 

Hieristalsoh=16®40'33-6",h'=49®6'3-7",*=20®4'23-6", 
J' = 8*26', r = — 83®39' 13-7" +4® 49' 36-4" = — 78® 49' 38-3". 

logtg*'=: 9-1710289 log cos ii*=: .9-8999221 

E log cos r =: 0-7127205 logtgr= 10*7044107 (—) 

log tgii* = 9-8837494 Elogsin(iti—^)= 0-5255206 

/it = 37®25'l7-7" logtg5=111298534(— ) 

fi— <l = 17®fO'54-r' , ? = 94®14'27-9" 
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log8inh = 9-4578196 

log cos J' = 9-9962785 

logco8r = 9-28727ft5 

log cos (ni -T rf) = 9-9797802 

E log cos h' = 0-1839396 

E log cos n : ^ 0-1000779 

logtgi? = 90041762 

iy;=6"46'60-6" 

h'— 1^^43*20' 13-1" 

log tgh = 9-4764799 
E log cos V = 0-1393302 
logtgf=9*6158101 
f=: 22" 26' 2-8" 
C—i= 2*21' 39-2" 

logtgi/>= 9-9770232 

log "cos f= 9-9658219 

ElogsinCf— J)= 1-3851699 



log tg 8 = 11-3280150 
8 = 87» 18' 35 -2" 



log sin? = 9-9988091 
log sin (h' —oj) ^ 9-8364925 
E log cos 11 = 0-0186604 
' E log cos 1^ = 0-0022013 
E log cos ^' = 0-0047214 
E log sin T = 0-0083098 ( — ) 
log cos ii-\-tf/) = 9-8691945 (— ) 
|+V>=13r43'34-1" 
g = 94 14 27-9 
t})= 43 29 6-2 

log sinh = 9-4578196 
log cos (f— ^) = 9-9996312 
E log sin ^• = 8-4183679 
logsin9) = 9-«758187 ' 
y = 48*42' 14-0" 

log cos s= 8-6716069 
log cotg (f — d) = =11-3848013 
logtg9 = 10-0663072 
y = 48^42' 140". 



Anmerkniig. MitdemselbenRechteh&ttemaaanch^-f^.^ — 137^43' 341'^ 
setzen dürfen und dann gefunden V'=:—231<^ 58' 2-0^ t=^ 164<>4'14'6^ t-^b^s 
133o69',51C', 9 = — 27°7' 12*1". 

IX. Zwei Sterne^ deren Deklin^^tionen bekannt sind, worden in 
verschiedenen Höhen h und h' über dem Horizonte beobachtet, so 
wie der Unterschied ihrer Azimuthe gemessen. Man soll die Breite 
des Beobachtnngsortes bestimmen. 

Man hat hier 

sin tf = sin h sin y -[""^^s '^ ^®s cp cos a 
sin Ä' = sin h' sin y + cos h' cos (p cos (« + a), 
worin a bekannt ist (vergl. Nr. III), und woraus (p und a zu ermit- 
teln sind. Vergleicht man mit YHI, so erhält man unmittelbar 
folgende Lösung: 

tgh' ^ . cosiiitga . 



sin (5 (COS h^ cos acos(fi — h) 



cos j'cosjit 



32Ö Fünfter Alisdiiiitt. 

cos (J+ V') = — jT ^^ — rA — , tg C= -^, 

sinrfcos(f — h) 

sin cp = — :-^ , 

^ smf ' 

tgtl/cosf ,«. , ^ 

tg « = g.°^_^^y tg 5p = COS a cotg (f-h). 

^ In Bezug auf die Winkel gilt dieselbe Bemerkung wie zu VIII. 

X. Man beobachtet an einer nach Sternzeit gehenden Uhr die 
Zeitpunkte, in denen derselbe Stern,, dessen Lage am Himmels- 
gewölbe bekannt ist, durch denselben Höhenkreis, und zwar zuerst 
auf der östlichen, dann auf der westlichen Seite des Meridians, geht. 
Man soll hieraus die Breite des Beobachtungsortes ermitteln. 

Da man die Lage des Sterns S am Hünmelsgewölbe kennt, so 
kennt man mithin seine Deklination J, so 
wie seine gerade Aufsteigung. Daraus er- 
gibt sich der Stundenwinkel s der ersten 
und s' der zweiten Beobachtung. * Man 
kennt also in dem Dreiecke ZSP: den Win- 'a\ 
kel ZPS = s , PS = 90^ — 6, und sucht 
ZP = 90*^ — y , wobei wir das (Östliche) 
Azimuth SZP mit a bezeichnen wollen. Ist 
af das (westlichß) Azimuth Bit die zweite Beobachtung, so ist offen- 
bar a -f- a' = 180^ und man hat (§. 6 Formel 5^ : ' 
cotg (90® — 8) sin (90® — (p)=? cos (90® — gp) cos s + sin s cotg a, 

d.h. ■ tgrfco8ä)-^sina)COss 

cotg a = ^ ^ , 

, Slö s 

. tgÄcoscp — sin«) cos s' 

cotg a' = -2 2L-: --^ , 

sms' 




* Sey z. B. die gerade Aufisteigong des Stems 197°25'30'S die Stemzeiten 
der Beobachtungen: 9>» 6' 12" und 16*» 17' 38" (die Stemuhren von bis 24»» ge- 
rechnet). Da die Uhr 0^ zeigt, wenn der Frühlingspnnkt durch den Meridian geht» 
so ist derselbe bei der ersten Beobachtung also bereits yor 9^ 5' 12" durch den Me- 
ridian gegangen, d. h. er befindet sich 136<> 18' (= 9^ 5' 12". 15) ivestlich von dem- 
selben. Der Stern S steht aber 197*^ 25' 30" östiich Yom FrOhlingspunkt , mithia 
befindet er. sich noch 61^7' 30" Ostlich Yom Meridian, d. h. s =1 6I0 7' 30". Bei 
der zweiten Beobachtung war der Frühliijgspunkt bereits vor 16^ 17' 38" durch den 
Meridian gegangen, er befand sich also 244® 24' 30" westlich, d. h. eigentlich wie« 
der 115®35'30" OstUch vom Meridian. Der Stern S befand sich mithin 2440 24' 30" 
— 197« 25' 30" = 46^^ 59' wesüich vom Meridian, oder s' = 46« 59^ 



Bestlmfntmg to gMgn^EMidieii Breite. 321 

und da cotgo^ = — ^ cotg €r; 

igdcos^ — sinacoss^ , igSeoBq> — fimf)cofts 
suis' sins ' 

oder, wie leicht ersicfatlicli : , 

tg<)sin9 — tg.ijp cos s^ sin 8 =^ — tgJfiina'4*^S^<^^s8BiDs', 

tgi(sins + snis') ' tgi(sins'+8ins) 
coss$ins'--f-coss'sms sm(s'-f-s) 

2 sin |(8^--{- s) . cos ^(s^ — s) 

• "" 2sinKs' + s)co8j(s' + s) ^ ' 
mithiiir ^_^cösi(s'-^s)tg^ 

/ ^^'^ cosi(s'+s) ' . 
worajas y gefandea wird« 

Wir haben hiemit die wichtigsten Metboden znr Bestiominng 
der geographischen Breite eines Ortes angegeben. Von denselben 
verlangen: I nnd YIII eine genaue astronoiAische Uhr, ein Stern- 
verzeichniss und einen genauen Höhenkreis ; 11 eine Uhr und einen 
Höhenkrei».; HI, V und IX ein Sternverzeichniss^ einen' Höhenkreiß 
und einen Azimuthalkreifi^ (Theodolith mit Höhenkreis); IV einen 
.Höhenkreis und Azimuthaikreis ; VI und X eine - Uhr und ein 
Stemverzeichniss; VII ein Stemverzeichniss und einen Azimuthai- 
kreis. Je nachdem man also über das eine oder das andere dieser 
Hül&mittel verf&gen kann, wird man die^eine oder andere dieser 
Methoden wählen. Für Geodäten , die in der Regel gute Theodo- 
lithen besitzen, und ein Sternverzeichniss sich leicht verschaffen 
können, empfiehlt sich vorzugsweise VII; daneben dann IH, IV, 
V, IX. ^ . 

Zur Bestimmung der Lage des Beohachtungsortes ist übrigens 
noch die Ermittlujig der geographischen Länge (§. 24. Nr. 6) in 
Bezug auf einen bestimmten Ort nothWendig. Dieselbe kommt durch- 
weg auf die Ermittlung des Zeitunterschieds zurück. Kennt man 
ein Ereigniss, das zu derselben Zeit füi^ die Orte A und B eintritt 
(eiti^ Mondsfinsterniss, Pulversignale u^b.w.% und bestimmt in A 
und B nach den dort teguHrten Uhren die Zeitpunkte der Ersehei- 
nong, so kennt man den Zeitunterschied, woraus die geographische 
Länge dann geschlossen wird. Signale an Drähten elektrischer 
Telegraphen dienen offenbar zu demselben Zweoke ; eine nach Ber- 
liner Zeit (z*B.) gehende Uhr und die Beobachtung, des Mittags 

DUAf er, sph&rische Triiroaonetrjie. 21 
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an einem Orte B nach dieser ühr gibt ebenfalls den Zeitnaterschied 
zwischen B nnd Berlin u. s. f. . > ^ 

Anmerkung. Bei Beobachtungen auf dem-Meere, bei dene? man nicht die 
Erhebung eines Gestirns über den Horizont des Beobacfatungsoites messen kann, 
tritt neben .der Koirektion wegen der Refraktion noich die weg«n der Depression 
des MeereshociEontes hinzu« deren Bestimmung sich in der Anmerkung zu Nr/ 1 in 
8. 41 der ersten Abtheilung befindeti. 



Stechster Abschnitt 

lnwenAimg der sphärischeti Trigonometrie auf fieod&rie. 

\ -» 

§. 26. 

Wie in §.43 der ersten Abtheilung angegeben worden, über- 
zieht maü bei grössern Vermessungen den zu vermessenden Land- 
strich init einem Dreiecksnetze , dessen Winkiel gemessen werden 
nebst einer Sei^ (Basis) des Netzes, woraus dann die übrigen Sei- 
ten zu berechnen sind. ' ' 

Die höhere Mathematik lehrt nun, dass man eine «zwischen Äwei 

> 

Parallelkreisen (Schnitten des Erdellipsoids parallel mi^ dem Aequa- 
tor) liegende (schmale) Erdzon'e, deren mittlere geographischeBreit'e 
ß ist, ansehen kann, als Theil einer Kugelfläche, deren Halbmesser r 
durch die Formel ' ' 



l — eHm^ß ' 

1 — Tj, wenn 
'a 

a der Halbmesser des Aequators ist. * . 



* Der Beweis dieses Satzes kann ein doppdter sejn. Einmal Bflmlieh beweist 

man in der Theorie der Ab^wickelong Ibrommer OfoerflAchen, dass in so ferne 

b 
; — ■ ' , ■ . ' , ^ konstant ist OL h. so lange diese Grösse ihren Wertb nicht bedeutend 

1— e*smV . ■ 

ändert), man die ElUpsoidfläche abwickeln kann auf eine Kühlfläche, deren Halb- 
messer die angegebene Grösse hat. . (Man vergl. eine Abhandinng des Verfassers 
im 0rnnert*schen Archir TheU XIX, S. 306-^392, §§.17, 18). Man kann aber 
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Zur bequemem Berechnung von r hat man die I^ormeln: 

cosa)=:— , sm9 = sma)Sin/y, r = — =-::, ' 
^ a XI- cos'd 

Wählt man den Meter zur Masseinheit, so ist 
log a = 6-ß046434637, log b = 6-8031892839, log cos y = 
9-998645S2Ö2, log sin y == 8*91 22052079. 

Berechnet man hiemit r, so hat man: 

ffir 0* geographischer Breite, log r = 6*8031893, 





« 10* 


n 


fi 




= 6-8032766, 




« 20« 


n 


« 


« 


= 6-8035285, 


• 


„ 30» 


« 


n 




— 6-8039145, 




r, 35* 


« 


n 




— 6^8041439, 




«.40* 


n 


n 




= 6-8043886, 




„ 45» 


r> 


n 


• 


= 6-8046410, 




n 46* 


n 


ri 


- 


— 6-8046918, 




. 47» 


n 


n 


. j 


= 6-8047424, 




. 48» 


n ■ 


« 


- 


= «'8047930, 




„ 49» 


n 


n 




= 6-8048434, 



dasselbe Resultat anch ans der The^ie der Abbildimg kmmmer Oberflächen &af 
einander folgern. In der eben angefüllten Abhandlung §.21 findet sich fßr r (das 

dort A heisst) allerdings eine andere Form anireirebeii, nflmlich =r — ? ? ^s Itot 

' * 6» COS B COS 

sich aber leiebt zeigen , dass diese Form mit der obigen zusammenfallt Man hat 
nämlich cos* ö = I ^ e* sin* ß, und wenn e = sin 9: 

l-~e* 1-^e* 1 l+tg*»cosV 

l—e'sin»/?"*" 1— e2+'e»eos*^"" l+tg*^cos*^,~l+tg*9C08*/9(sin*^-l-oos*^)* 

1 _ 1+tg't 1 1 ,. 

. — ■ ■ . ' — s »I £-. ., eos L 

l+tg*ycosV'~l+tg»i-[^tg*ftg*i?*l + tg*r l+»i^^ftgV 
also da cos 17, cos t positiv sind; 



V 



1 — e* . cosÄ - cosÄcost ^l — e^ 

= cos ^ cos f = ;^^ cos fc _,.p_,^ = t ^ ^i ^x^i A * 



1 — e*sin*^ ' cosB ' cos B cos 6 1— -e*sin*^ 

acos^cosf *Vl — e* b 



cosBcosÖ 1 — e*sinV 1— -e'siaV' 
was den Satz beweist. Die Theorie selbst rührt voa Gauss- her (rergl. dessen. 
Untersuchungen über Gegenstände der hohem GeedAsie**); die eben nachgewie- 
sene U.ebereiustimmang der Resultate zweier Theorien ist Jedoch nicht ohne 

Interesse. 

21* 



r> 
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fuB 50' geographischer Breite, log r = 6-8046936, 
51" „ „ , — 6-8049434, ' 

52» • „ „ , "' — 6-8049928, 

53" „ „ , , = 6-8050418, 

54" „ „ , = 6-8060906, 

55» „ „ , = 6-8051386, 

„ 60*» „ „ , = 6-8053687. 

Bei der Berechnung der einzehien Dreiecke, selbst der aller- 
grössten, wird man nun den in §. 19 bewiesenen Legendre'schen 
Satz immer anwenden, dieselben also berechnen wir ebene Dreiecke 
deren Seiten eben so lang sind als die Seiten (Bögen). der geodä- 
tischen Dreiecke und deren Winkel gleich sind den um' den dritten 
Theil des sphärischen Exzesses verminderten Winkeln der letztem. 
, Die Berechnung des. sphärischen- Exzesses geschieht nach den in 
§. 20 aufgestellten Normen, wobei wir nochmals bemerken, dass der 
in der dortigen Nr. 4 betrachtete Fall, da man alle Winkel und eine 
Seite des . geodätischen Dreiecks kennt , gerade der meist vorkom- . 
mende ist; man gleicht zuerst, wie. dort angegeben, die Wiqkel auf 
180® aus und berechnet das Dreieck alsdann wie ein ebenes, das die 
drei so erhaltenen Winkel und die gegebene S^ite hat; die gefon- 
denen beiden andern Seiten sind die Seiteit des Dreiecks '''. Will 
man dapn den sphärischen Ex^ess noch kennen , so wird man . ihn, 
wie dort angegeben, berechi;ien können* 'M^^n bedarf des Werthes 
desselben bei der endgiltigen Ausgleichung der gemessenen Winkel 
im ganzen Dreiecksnetz, deren Darstellung jedoch hier nicht ge- 
geben werden kann, da sie m ein anderes Gebiet gehört. 

Der Werth des Kugelhalbmessers ist übrigejis hier nur bei Be- 
rechnung des sphärische^ Exzesses nothwendig, und da dabei fünf- 
stellige Logarithnien immer genügen, so sieht man aus obigen 

* Sind A, B,'C die Werthe der drei Winkel, "wie sie durch Messung gefunden 
worden, E der sphärische Exzess, so soUteA-t-B-f-G = 180^ -f-E sein; ist nun 
A-j-B + C = 180^-j- a , so ist E — a die Summe der Beobachtungsfehler in den 
drei Winkeln. Da man , wenigstens für die hier ins AugB zu fassenden Zwecke 
scharf. genug, annehmen muss, dass die ^rei Wipkel -gleich scharf beobachtet wur- 
den, so wird in jedöm'der Fehler ^ (E — «) begangen worden sein, d. h. ihre wahren 
Werthe sollen A+|(E — a), B + iCE — «), C+f (E — a) sein; zieht man dann 
Ton jedem |E ab, um die Winkel des ebenen Dreiecks zu erhalten, so hat man> 
A — ja, B — { a, C — | a, wie in §. 20 angegeben. 
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Werthen von r leicht, dass man r für eine bedeutende Ausdehnung 
des Netzes in die Breite ungeändert lassen kann. , Würde aller- 
dings das Netz sich über gar zu viel« Breitengrade ausdehnen, so 
musste man verschiedene Werthe von r benützen; allein in diesem 
Falle trennt man gewöhnlich das ganze Netz in einige einzelne ab, 

4 

die man für sich berechnet , da ohnehin bei gar zu grossen Netzen 
die Ausgleiehangsrechnung äussert beschwerlich Wäre. 

Wir haben bereits in §. 20 an einem spetiellen Beispiele gezeigt, 
däss der Legendre'sche Satz selbst bei seh» grossen . Seiten die 
Rechnung mit aller nur wünschbaren Scharfe führen lehrt; es 
möchte jedoch nicht ohne Interesse seyn, sich die Frage zu stellen, 
wie gross die Seiten seyn dürfen, damit der Fehler im Winkel nic^t 
0*001 Sekunde betrage«, d. h, damit, wenn man gemäss den For- 
mein (20) in §. 19 zuerst die ebenen Winkel A', B', C berechnet 
und 'dann die sphärischen daraus schliesst, der Fehler nicht 0*001 
Sek. betrage. Nach den Formeln (18) des §. 19 muss also 

F 7b^ + 7c*+a^=^^., 
37^^ T20r^ <Q'''^ 
seyn. Macht man hier a := b = c, was offenbar den grösstmöglichen 
Werth liefert^ so ist 

F =--4-, also -j^^ < 0001. 
Setzt man diese Grösse geradezu = 0*001, so ist 

/^a-\*_ 1440. 0001 _ 1-44 a \ /T4Ä~ 
\tJ ~~ I5?V3 "lö^VS' r"" '!'^ 15^V3' 



a" ^ 1-44 * 



Nun ist log 16 = 1-176 09 

log 9 =5-314 42 

k)gV3 = 0-2'3856 

Elog 1-44 = 9-841 64 



6-570 71 

log -=1-642 68 
a 

-=43-92 
a 
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a 1 1 

d. h. — ist kleiner als t^tx, oder es dürfen die Seiten ungefölir =77 

des Halbmessers sein, bis der Fehler O'OOl Sekunde in den Winkeln 
beträgt. 

Dabei45^Breitelogr=6'80464, so ist alsdann loga=5-l€196, 
a= 145200 Meter 5 was einer Länge von über 16 Meilen gleich- 
kommt. Es stimmt diess auch zusammen mit dem in §. 20 Ge- 
fundenen. 

Sollen nun in einem geodätischen Dreiecksnetze , in dem eine 
Seite gemessen wurde, und in welchem in jedem einzelnen Dreiecke 
zwei Winkel oder alle drei gemessen worden (ietzteres.in der Regel), 
die Seiten berechnet werden , so wird man zunächst in dem Drei- 
ecke, in dem die gemessene Seite liegt, nach §. 20 Nro. 3 oder 4 
die übrigen Stücke finden; in dem nächsten Dreiecke, in dem man 
nun bereits eine Seite kennt, eben so die .übrigen Theiie erhalten 
u. s. w. Der sphärische Excess findet sich in jedem Dreiecke ent- 
weder nach §. 20 Nro. 3 schon vor der Berechnung der Seiten, oder 
nach dem oben Angeführten, wenn nämlich die sämmtlichen drei 
Winkel gemessen wurden, auch nachträglich, wenn man diess vor- 
zieht. Eine solche Berechnung des Dreiecksnetzes aus den durch 
Messung erhaltenen Winkeln ist jedoch, wie bereits angeführt, immer 
nur eine vorläufige , die zur Bestimmung des sphärischen Excesses 
dient; ist derselbe für jedes Dreieck bekannt, so muss dann ver- 
mittelst der Ausgleichungsrechnung eine Ausgleichung der Winkel 
des ganzen Netzes Statt finden und die alsdann erhaltenen Winkel 
sind als die wahren sphärischen Winkel anzujSehen, mit denen die 
definitive Berechnung der Seiten, nach dem Satze des §. 19, durch- 
zuführen ist. Der sphärische Ex- 
cess jedes Dreiecks, der dazu noth- 
wendig ist , bleibt derselbe , wie er 
bereits bekannt war. 

Die Berechnung eines kleinen 
Netzes mag als Beispiel vollkommen 
genügen. In demselben ist, wenn 
dieMa^sseinToisen angegeben.sind, 
logAB = 4-1949091, dann in dem 
Dreiecke : 



Fif . 78. 




f 



ABC : A=76*5'31-926", B = 48*30'9-629", C= 55* 24' 19-269", 
BCD :B = 60»59'56-261", C=;78»9'40-220", D«60*50'25039", 
ABD :A=49*40' 69-912", B=i=99*3a'6'890", D=30»48' 56-662", 
BDE:B = 66*63'6162", D=73«31'26-514",E=40*36'34-067", 
PEG :D = 52' 49' 30-981", E = 60*33'3-421", G=a 
EFG:E = 51'21'6-323", F= 72*36' 12-945", G = 

Bezeichnen wir immer die Fläche des betreflfendw «b^nenDrei.- 
epks mit J, den sphärischen Excess mit e, setzen logt = 6'5i622)8 
(die geographische Breite ungefähr 53", unddieMaasse Toisen, v«t- 
bei von dem oben angegebenen Werthe des log r abgezogen werden 
muse 0-2898290), so hat man : 

Dreieck ABC: 

A = 76* 5' 31 -926" Ä'=^76« 6' 81-661" ,logAB = 41949091 

B = 48 30 9-629 B' = 48 80 9-355 log sinB' = 9-8744735 

C = 65 24 19-269 0^ =55*2418994 Ekg sin C' = 00845005 

180 0-824 180 logAC=41538831 

0-824 ^-^^ 
— Y-=0-274 

log AB = 4-1949091 
log 8mA' = 9-9870776 
E log sin C = 0-0845 005 
log BC = 4-2664872 ' 
logABj= 4-194909 log^= 803484 

logAC = 4-153883 log 9 = 531442 

log 8inA' = 9-987077 E log r^ = 6-96955 — 10 
E log 2 = 9-698970 log« = 0*31881 

log ^=8034839 e = 2-084". 

Dreieck BCD. 
B=50*59'56-261" B'=50*59'56-754" log BC = 4-2'664872 
C = 78 9 40-220 C' = 78 9 39-714 log sin C' = 9-9906620 
J) = 50 50 25-039 D' = 50 50 24-532 E log sin D' = O l 104814 

180 1-520 180 log^D = 4-3676306 

1.520 



= 0-606 



logBC = 4-2664872 

log sin B' = 9*8904964 

E log sin D' = 01104814 

log CD = 4-2674640 
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log BC = 4*266487 log 2/ =8-22358 

log BD =4-367631 log ß = 6-31442 

. iogsmB' = 9-899496 Elog.r' ^6-96966~10 . 

E log 2 ==9 -698970 logc = ö-507Ö6 

log^ = 8-223583 « = 3-218". 

Dreieck ABD. • 

A:=: 49*40' 59-91 2" A'=4d«40'59-124^' lögAB =4 1949091 
B=99 30; 5-890 B'=x:99 30 6-102 log8inA'==9-8822269 
D =30 48 56-562 1^ =30 48 55:774 ElogsinD^ "=:0-290 4965 

180 2'364 180 logBD = 4-3676326 

2-364 



= 0-788 



log^AB = 4- 1949091 

log sin B' = 9-9940009 

Elog sinD' = 0-2904965 



log AD = 4-4794066 

log AB = 4-194909 log2/ = 8-25S61 

log BD = 4-367632 log(. = 5-31442 

log sin B' = 9-994061: Elogr* = 6-96965 — 10 

Elog.2 =9-698970 loge = 0-53948 

log^=8-255612 « = 3-463". 

Dreieck BDE. \ 

B = 65« 63' 6-152" B'=e5«53' 3-908" - log BD = 4-3676326 
D = 73 31 26-514, D'=73 31 24-269 log sin D'= 9-981 7895 
E = 40 3534067 E' =40 3531-823 ElogsinE' = 0-1866389 

180 ^-733 180 log BE =4-5360609 

6-733 



= 2-244 



logBD = 4-3676326 

log8inB' = 9-960.3391 

Elog8inE' = 0-1866389 



logDE =4-5146105 

logBD = 4-367632 log^= 8-66300 

log BE = 4-536061 log ^ = 5-31442 

log8iHB' = 9-960339 EIogr' = 6-96965 — 10 

E log 2 = 9-698970 log e — 0-84697 

log// =8-663002 e = 7-030". 
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Dreieck DEG. 

D=62?49' 30-981" logDE* = 9*02922 

E = 60 33 3421 " v logsinD = 9-90134 

. 113 22 34-402 log8inE = 993991 

log 9 = 5-31 442 

E log 2 = 9-69897 

D' = 52»49'28'390" E log t* = 6-96956 — 10 

E' = 60 33 0-830 E Idg siu (D + E ) = 0-03718 

113 22 29^220 ' log € = 089059 

0^ = 66 37 30-780 «== 7-773" 

G=66 37 33-371 « -.q, 

— = 2 591 



3 



logDE = 4-5146105 

log sin E' = 9-9399120 

E log sin G-' = 0-03719 07 

logDG = 4-4917132 

logDE = 4-5146105 

log sin D'=: 9-9013432 

E log sin G' = 0-0371907 



lögEG = 4-4531444 

Dreieck EEG. 

E = 51"'21' 6-323"" logEG' = 8-90629 

F = 72 35 12-945 logsinE = 9-89265 

123 56 19-268 log sin (E+F) = 9-91 889 

' log(.=: 5-31442 

. E log sin F =i 0-02038 

E' = 51 •21' 4-569" ' - Elögr* = 6-96955 — 10 

F' = 72 35 11-191 E log 2 = 9-69897 

123 56 16-760 löge = 0-72115 

G' = 56 3 44;240 e = 5-262" 

G = 56 3 46-994 s ,^^, 

- = 1-^54 



3 



iogEG = 4:4531444 

logsinE' = 9-8926452 

E log sin F' = 0-0203744 

logFG = 4-3661640 
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logEG = 4-4631444 
i 9-9188923 
= 0-0203744 



log sin G' 

E log sin F' 

logEF = 4-3924111. 

. • §. 27. . 

Hat man di« Seiten und Winkel eines Dreieckßn^^zes.endgiltjg 
berechnet, so werden in der Regel die Koordinaten der Eckpunkte 
des Netzes zu berechnen sein. Dieselben . sind entweder Polar- 
koordinaten oder rechtwinklige Koordinaten. Stellt NS den durch 
A gehenden Meridian vor, ist B ein Eckpunkt des Netzes, ^* '"^ 
AB die von B nach A gezogene kürzeste Linie, so bil- 
den die Länge AB, nebst dem Winkel. N AB , den die- 
selbe mit dem Meridian NS macht, die Polarkoordinaten ^ 
von B. Die Entfernung AB ist immer positiv; der 
Winkel NAB soll von der nördlichen Seite AN d§s 
durch A gehenden Meridians. durch Osten, Süd^n, We- 
sten, von bis 360^ gerechnet werden; er pflegt auch j 
das Azimuth von AB in A genannt m werden (vgl. 
§.25m.). S 

Fällt man von B auf NS die senkrechte kürzeste Linie PC , so' 
pflegen AG und BC die rechtwinkligen Koordinaten von B genannt 
zu werden; dabei ist BC positiv, wenn B auf der östlichen, negativ, 
wenn B auf der westlichen Seite des Meridians SN li^t; AC ist 
positiv oder negativ , je nachdem C nördlich oder südlich von A 
liegt. A pflegt zuweilen auch der Pol der Koordinaten oder der 
Anfangspunkt derselben genannt zu werden. (Vgl. meine „ebene 
Polygonometrie" §.'3). Nach der in §. 26 schon angeführten Theorie 
kann man alle diese Grössen 
als auf einer Kugel vom 
(allerdings veränderlichen) -^ 
Halbmesser r liegend an- 
sehen , also die Linien AB, 
BC , AC als Bögen grösster 
Kugelkreise betrachten. 

Wir wollen nun zunächst 
die Polarkoordinaten zu be- 




Tig, 75. 
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rechnen lehren. Die hier zu lösende Aufgabe ist die aas den be- 
kannten Polarkoordinaten AB = S^ N AB = a des Punktes B die des 
Punktes C : AC = S', NAC = a' zu finden, wenn man BC = s nebst 
dem Winkel ABC = ß kennt, wobei wir den Winkel BCA = /?' 
nennen wollen, und natürlich voraussetzen, dass ß und ß^ unter 
180* seien. 

Sey € der sphärische Excess des Dreiecks BAC , der Winkel 
BAG dieses Dreiecks = /i, so hat man (§. 20 Nro. 2, erste Abthlg. 
§.23): 

. S . s . sin /} 
e=.i -t ?. 

S'8inK/?'-i») = (S-s)cosK/?-Je). ) (24) 

S'cosK/?'-/») ^(S+s)8inK/»-i«). 
ß-^ß' -{-11 = 180" +e. 
Hieraus folgt , 

tgK/»'-/0=s^cotgi(/?-i€), 

und da i(ß' — fi) seinem Werthe nach nicht über 90^ sein kann, so 
folgt hieraus ^(/9^ — fi) ganz unzweideutig (wäre die zweite Seite 
negativ, so läge ^(ß' — fi) zwischen und — 90^), und da auch 
i(ß*+ fi)=^90^—iß+k€, so kennt man ß%fi; S' findet sich 
dann aus einer der obigen Gleichungen sehr leicht. Nun ist aber, 
wenn a' — a unter 180* ist (positiv oder negativ): 

fiz^a* — a oder =« — «'; 
ist a! -^a über 180® (positiv oder negativ), so hat man 
|tt==:360" + a — a' oder =360®+«' — a. 

Welcher der vier Fälle Statt findet, ist in der Pr^ixis immer un- 
schwer zu entscheiden. Dazu dienen folgende Regeln: 

.1) Stellt man sich in B und dreht sich in dem Sinne Nord — 
Ost — Süd — West von der Seite AB gegen BC, so wird, wenn der 
so durchlaufene Winkel grösser als 180® ist, seyn 

(i = a* — a, oder fi = a' — a-|*-360®, 
also 

«' = a-|-m, oder «' = «+1» — 360®, 
wobei der erste Falf gilt, wenn «+/*.< 360®, der zweite, wenn 
a + jit>360®. 

2) Stellt man sich in B und dr^ht sich in derselben Richtung, 
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so ist^ wenn der also durchlaufene Winkel ABC kleiner als 
180* ist: 

fkzzza — «', oder jit:=a — «' + 360^ 
d, h. 

a*r=ia — jii, oder «' = « — jtt4"360\ 
wobei die- erste Formel gilt, wenn a — jte positiv, die zweite, wenn 
a — jii negativ ausfallt. 

Damit jedoch die ganze angegebene Rechnungsweise Zulässig' 
sei , dürfen die Längfen S, S' nicht gar zu gross ausfallen. Auch- 
eine Rechnung nach den eigentlichen Formeln der sphärischen Tri- 
gonometrie wäre dann nicht mehr zulässig, da der Rugelhalbmesser 
nicht derselbe bleibt, wenn die Seiten gar zu gross werden. Doch 
dürfen sie sicherlich eine Länge von über 30 Meilen erreichen, ohne 
dass unsere Rechnung einen merklichen Fehler geben wird. In 
anderm Falle müsste man. sich damit helfen,' dass man bei gar zu 
ausgedehntem Netze mehrere Punkte A (Anfangspunkte, Pole) 
wählte. 

Sollen nun nach obigen Formeln die Polarkoordinaten der Eck- 
punkte berechnet werden, so wird man, wenn die Punkte des Netzes 
durch 1,2,..,, bezeichnet werden, die Seite A 1 als Seite des Drei- 
ecksnetzes, so wie den Winkel 1 AN durch direkte Messung kennen, 
und von den bekannten Polarkoordinaten des Punktes 1 nebst dem 
aus dem Netze ebenfalls bekannten Winkel A 1 2 und der Seite 1 2 
die Polarkoordinaten von 2 nebst dem Winkel A 2 1 berechnen. Aus 
den ai^ 2 liegenden Winkeln des Netzes, so wie dem Winkel- A 2 1 
findet man dann leicht den Winkel A23 in dem Dreiecke A 2 3, und~ 
kann dann die Polarkoordinaten des 
Punktes 3 berechnen u.s.w. 

Ein, wenigstens angedeutetes Bei- 
spiel mag die Sache erläuternd Seyen 
B, C, D, E, F fünf auf einander fol- 
gende Punkte des Netzes; S^ r Sj , .-., 
S5 ihre Entfernungen von A; a^^a^, 
..., «ß die Azimuthe dieser Entfer- 
nungen in A; zugleich ist aus der Mes- 
sung bekannt : 

log AB = 3-8923854, logB = 40561842, 




BenehnUBg im Potatkooidiiiateii. 333 

log CD =2: 4-2399134, log DC = 4-3784931 , 
logEF = 4-4329387, NAB = 57«62'46-78", 
ABC= 165»9'-1I-31", BCD = 76«36^ 38-10", 
CDE = 76"'27' 35-10", DEF=123''3'9-89", 
logr = 6'61627, log9 = 5-31442. 

Dreieck ABC. 
AB = Sj, AC = S„ BC = 8i, ABC = ft, ACB = /?/, BAC=/«, 

NAB = aj. ' 

« = ^i^^?, S,8inUA'-|") = (S,-s.)cosKA-|e), 

S, co8i(A'— i») = (St +S4)siiii(A — |e). 
Daraus folgt 

/?,' = 6'»2'26-45", j« = 8'' 48' 22-46", log S, = 4-27886.99', 
I« = «, — «,, «j = «t 4- /t i= 66"*4r9-24". 

Dreieck ACD. 
AC = S^, AD = S,, CD = 8„ ÄCD = /?i'+BCD = 81''39'4-55" 

= /?„' ADC = Ä ', CAD = fi. 

e = ^*''^;f^^ . S, sinK/?,'-i«) = (S, -sO cosKA -- J«), 

. S,co8iO?',-i«) = (S,+8,)8inUA-ie), 
woraus 

/?,' = 52''8'40-34", 1» = 46« 12' 18-26", logS, =4-3768585. 

jtt.= aj — «j, also «, = «,— jtt = 20''28' 60-98". 

Dreieck ADE. 

AD = S,, AE = S4, DE = s„ ADE = A = CDE— /?,' = 

24« 18' 54-76", AED = ft ', DAE = /». 

^^§11^1^^, S, sin KA'-|«) = (S,-.s)coßKA-|e), 

S.cosKA'-iit) = (S3+s,)sinUA-i«), 
voraus 

ß,' = ir 20' S1-Q6, iit = 78''20'35-54'S log 84=4-002! 809. 

|M = «3—«^ 4- 360V «t = «, — |it+360* = 360"— 57''5r44-56" 

= 302« 8' 15-44", 



« < 



Dreieck AEF. 

AE = S,, AF=S„ EF = 84, AEF = A=DFF— Ä' = 
45»42'37-93", ArE = /^,', EÄF = |». 
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fi = 



2r 



e, SssinjC/J^' — zi) = (84 — 84)008^094—^6), 



S5 cosKÄ'— it*) = (S4 +S4) sinKÄ -I«), 
woraus - 

• /^4'=:19°42'41-75", /! = 1 14' 34' 42-23Mag 85=4-3289897. 

(i^a^ — a^y xr4—|iA= 187*^33' 33-31 " = «5. 

.§.28. 

Wenden wir uns nun zur Berechnung rechtwinkliger Koordi- 
naten, so haben wir wieder dieselbe Aufgabe zu lösen , nämlich aus 
den bekannten Koordinaten des Punktes B die des Punktes C zu 
finden, wenn man BC nebst dem Winkel DBC ken^t. 



JE 



D 



ß' 




Fif . T8. 




B 






a^ 



ß. 



c'ACL 



OL 



E,^ 



D 




Seien also die Koordinaten vönB:AD = M, BD==P(wodie 
Buchstaben M und P an Meridian und Perpendikel auf denselben 
erinnern mögen), die von C:AE = M-^JM, EC = P + //P, wo 
also JMf JP die Aenderungen der Koordinaten «ind, wenn man von 
B zu C übergeht. Die Linie DE ist =:= ± JMy je nachdem AE > 
oder < AD ist. B|ie Länge von CB sey s , ferner der Winkel , den 
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BQ mit BD macht, ui^ 2war nach der Westseite von BG gerechnet, 
sey«; der den BC in C'mit CE machte ebenfialls nach der West- 
seite gerechnet, sejß; den erstem setzen wir als bekannt voraus. 

Denken wir uns die Bögen grösster Kreise 5D> CE nach der 
Ostseite des Meridians AN hin verlängert, bis sie sich in P schnei- 
den (was in der Figur nur im ersten Falle geschehen ist, in den 
andern angedeutet wurde), so erhält man ein sphärisches Dreieck, 
dessen Bögen PD, PE, DE sind. Da PD und PE auf DE senkrecht 
stehen, so ist der Winkel P derselbe, wie der Mittelpunktswinkel, 
der zu DE gehört (§.8 Nro, 2), und die zu PE, PD gehörenden 
Mittelpunktswinkel sind 9(X^ Betrachten wir nun das sphärische 
Dreieck PBC, so sind dessen drei Winkel P, 180 — «,.180-- /9; 
sind p, p', m, c die den Bogen BD, EC, DE, BC zugehörigen-Mittel- 
punktswinkel, wo p, p' positiv oder negativ seyn sollen, je nachdem 
BD, CE esisind, so sind die Seiten des Dreiecks-: 90® — p, 90®— p', 
c und der Winkel P = m. Bekannt sind darin : 90® — p, c als Sei- 
ten, 180®— ft als Winkel; gesucht 90<^— p' als Seitö, m, 180®—/? 
als Winkel. Da jedoch hier die Seiten nicht njehr in dem Falle des 
§. 19 sind, so wird man auch' nicht mehr nach den dortigen Formeln 
verfahren können. - 

Man hat faun (§. 3) : 

cos(90®— p') = cös(90®— p)coso'+sin(90® — p)sin<r 

cos (180® — «) 
d. h. 

sin p' = sin p cos a — cos p sin ceos «. 

Die Bogen BD, EC, BC werden immer so beschaffen seyn, dass 

(BD^ * 
— J , . . . vernachlässigen kann (§. 19); alsdapn ist 

aber (erste Abth. §. 16), wenn r den Halbmesser der Kugel be- 
deutet: - . ' 

sm 



man 



cos 



mithin ist die obige OleiohBog: 



siap' = ^±^-«rP±^l 



N 
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±-_,(E±-)-=E[._,(|)'][,-,(0-] 



-[>-i©"]7[-»(0>»". 



d.h. 



oder veno man jetzt die durch' r* dividirten Grössen weglässt: 

DJ_^ , (P + ^)' r, .P' <P»' . , P*SCd8« 



+J 



S ' cos tt 



^ ■ , .(P-\-JPy—F*, .8*C0B«, ,Ps(PC0S«— 8) 

^ = ~sco8«+| ^ / H-7r-+l ,» 

= — SC0S« + J.— '—^ !-^ l-J — 

F. 8. (P COS« — s) 



cosa 
r^^ 



+ i 
d.h. 



F 



+i ^'+f "-- (a) ' - 

Hieraus folgt als elrst^rNäheruDgswerüi'Von^: — scofea, und 

setzt man diesen flir JP ^uf der zweiten Seite , was gestattet ist, 

da -^ = — scosa bis auf Glieder mit r* im Nenner genau ist, so 

hat naan : 

^^ .Ps^.sin^a , s'cosasin^a 
JP=: — B.cosa — i — -^j f-i :^ , 



d. \u 



2 «:^ 2. 



JP = — s.cosa. — ^(P — iscos«) — '—^ — , (bj 

welche Formel immer eine. genügende. Näherang geben wird. 

Um JM: zu erhalten, bemerken wir, dass in demselben sphärischen 
Dreieck der Winkel an P die Grösse JM (m) misst; nuu tat (§.11): 
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_ cotg<f sin (90^— p) — cos(90"— p) co&(18e^^ft) 
cotgm— ßin(180«— «) 

sin a cotg m = cotgflTcos p -f- ßin p cos «, 
oder 

sina 1 , . cosp + ßinpcosatgo' 
- — r=: — cosp + sinpcosa = — ^-^ — —^ — ■■ 

tgm tgO* r I r ^g^ 

woraus unmittelbar folgt : 

tgcr.sina 

tgm = —-: . 

cosp + sinpcosatgcr 

Nim ist, 'wenn wir DE kurzweg mit JM. bezeichnen, also auf 
das Zeichen nicht achten, und wieder ^Alles weglassen,, was r* im 
Nenner hatt 

tgm = -p+i^^--j ,tgor=r:+H^-j ,cosp = l.-— „ 



P P* 



also 



1 -i-^ +7-71,1 -^TtJ 1^1 +i;Tj cos« 



d.h. 



8» 



ji/L* . 1+ip 



JM.-\-\ — j^=s .sin«. 



1— ip+^cos« 



d.h. 



= 8. sina. (^1+J^+i-p— ^/cosaj. 



s' . , ,,P*.s.sin« P.s'.cosMsin« .JM 



//M:=s.sina+j— 8in«+$ 



i 



r- - fJ r2 3 ^2 > 



* Man bat 

JIM ^^JM» 

^ . sinm r " r* ^ , ^/M^ 

*«™""^^"' , ,JM?-T'^»V' 

wie durch Division nnmittelbar erhalten wird. 

Dienger, Bjihjinuih» Trigoiionetrie. 22 
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woraus als genäherter Werth von JM, sich ergibt: 

und wenn man diess Air //M anf die zweite Seite setzte so erhält man: 

^, . , .P'.s.sina P.s'cosa.sina , , s'.sinacos'a 
JM^s . sma + i p ^ hl ^T"' 

, P.s.sinttr,-' T, , (s.cosa;)'.s.8ina .. 
= s.8ma+-- — j ßP — scosaJ+J.-^ ^ä , (c) 

welche Formel für die Berechnung bequem ist, da s.sina, s.cosa 

ohnehin berechnet werden müssen. Zur Berechnung des Winkels ß 

hat man in demselben Dreiecke (§. 4): . 

sin(180^— a):sin(180« — /?) = sin(90^ — pOrsinOO^ — p), 

d. h. . . /, / . /, sina.cosp 

sma:smp = cosp':cosp, smß = r-^- 

. ^ cosp' 

Nun sind cos p, cos p^ von 1 nicht sehr verschieden, also ist nahe 

8in /9 = sin a , d. h. entweder ß = a oder /9 -j- « = 180"; man sieht 

leicht, dass Letzteres das Richtige ist, und setze desshalb : 

/^=180" — a + ^a, sin/9 = sin(a — ^a), 

so ist ^ 

sin (« -Ja) = ^ (p:fj^= «i«« Ll-^r*+i— 7^— J 

^~i — ^~3 



r 



d.h. 



= sma[^lH ■ — j^ J, 



sinacos^flf — cosasinJa , , FJP'\-i^JP^ 

: — r --= 1 H ^-2 > 

sma r 

. ^ .1 P^ + i^' 
cos^er — cotga.8m-^a = lH j— ^ — . 

Hieraus folgt , wie natürlich , dass Ja sehr klein ist ; setzt man 
also (erste Abth. §.19): 

cos-^a=l — ^axc^JUf sin Ja =:a,TC Ja — ...., 
so hat man 

V 1 2J FJP + h^^ 

— cotga.arc^a — ^arc ^Ja — .*»=^ V^ , 

woraus folgt, dass BxcJa von der Art derjenigen Grössen ist, die 
r' im Nenner haben, so dass are^^a, .«. ., vernachlässigt werden 
muss, man mithin hat : 
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— cotgor.arc^a^ 4^ , «urc^a = — ^^ — ^-2 — ^ — ^'-S— , 

m^o f&r J9 bloss sein angenäherter Werth *— s . cos a jsu setzen ist, 
woraus man nun erhält : 

- (P— is.cosa) s.sinrt 

arc-^a = -^^ r-^ , 

r' 

und wenn Ja in Sekunden gesucht wird : 

. . (P — 4.s.oosa)s^sina ,,. 
ja = ^ 1 ^ .^. (d) 

Stellt man die Formeln (b), (c), (d) zossmmeil , so hat man zu 
berechnen: 8.co8« = A, 8.sma.= B, 

Die GrSese J^ erhält von selbst das'richtige Vorzeichen, so 

dass die Entfernung des. Punktes C vom Meridian (Ordinate) :=P 

+ ^ ist ; ob aber AE (Abszisse von C) = M + J^ oder = M — ,</M 

ist, mnss besonders entschieden werden. 

Was den Winkel ß imbelangt, so wird er dazu dienen, f&r die 

nächstfolgende Seite des Dreiecksnetzes den Winkel« zu bestimmen, 

in einer Weise, die analog der in §. 27 ist. Ein Beispiel mag genügen : 

s = 26688'16 hess. Klafter, P„= — 6674*48, M = 16063-95, 

a=;160»8' 17-027'*, geographische Breite 49*'30'. 

Da ein hessisches Klafter == 2'6 metres, so ist logr = 6*80487 

— log 2-5 = 6-40693.^ 

log s = 4-4080890 log s = 4-4080390 

log cos « = 9-9381332 (—) logsin« = 9-6971524 

logA = 4-3461 722 (—) logB = 41061914 

A= — 22190-76 B = 12740-64 

P— JA =^.l 722-44, iP—A= 19363*52, P— iA = 6420'90 

log (P—|A) = 3-23613 logP=3-75392(— ) 

logB* = 8*21038 logB=4*10519 

E log 2 = 9-69896 log(fP— A)=4-28676 

- E leg r* = 7-18614 — 10 Elogr *=7*18614— 10 

8*33161 — 10 9*33201— 10(—) 

Zahl = 0*0214 ^ahl = — 0-2148 

22* 
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log A*=: 8-69224 
logB = 4-10519- 
Elog3=: 9-52287 

Elogr^ = 7-18614— 10 . - . 

■9Ö0654 — 10 
Zahl = 0-321 
JP — 22190-76 ^ 0-02 = 22190-74, ^flit = 12740-64 — 0-216 

-1-0-321 = 12740-75* 
logB = 4-10619 
log (P—iA) = 3-73407 , /J= 180*— 160" 8' 17-027" + 

log(. = 5-31442 2-187" = 29»5r46-.160" 



Elogr' = 718614 — 10 



P+^/P = 16516-26,. M+^/M 



'"'t^^rfif ' ■ =28794-70; 

^a=: 2-187" 

Will man die Koordinaten der auf einander folgenden Eckpunkte 
einesi Netzes (etwa^des ip §. 27 schan betrachteten) berechnen, so 
wird man von A ausgehen müssen und (Jöft zuerst haben : 

P=:0, M = 0, a = 90«-f BAN, 
wenn AB östlich yonSN, odera=90® 
— BAN, wenn AB westlich von SN 
liegt; alsdann findet man die Koordi- 
naten von B; aus dem Winkel /?, den 
man gefunden , bestimmt sich für BC 
dann leicht a u. s; w. • 
' Wir bemerken schliesslich noch, 
dass, wenn das zu berechnende Drei- 
ecksnetz sich durch mehrere Grade der 
Breite erstrecken sollte, man in den Formeln (25) den Werth von r 




^ Dieses Beispiel ist nach den Angaben Fischer's (höhere Geodäsie HI. 
S. 131) aus der Grossh. hessischen Vermessung gewählt { die ohtgen Resultate 
weiche^ von den hessischen jedoch bedeutend ab ; letztere sind A? = 22205*78, 
AhlL = 12714*49. Es rührt dieser keineswegs unbeträchtliche Unterschied von der 
durch keine Theorie zu rechtfertigenden ^genthtkmlichen dortigen Annahme von 
Krümmungshalbmessern her, womach die drei Seiten eines und desselben sphäri- 
schen Dreiecks im Grunde auf dreierlei Kugeln liegen. Wie man alsdann noch 
Bphärisohe Trigonometrie anwenden kann, ist unbegreiflich. Die oben gegebenen 
Besultate sind anzweifelhaft richtig. 
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sich andern lassen kann , gemäss^ den in §. 26 gegebenen Regeln, 
dass aber dann auch die erhaltenen Resultate alle mögliche Schärfe 
haben , so dass sie gerade so erhalten w^den , als wenn man sie 
nach andern, direkten, auf das Erdellipsoid als«olches sich beziehen- 
den Formeln ermittelt hätte. Die absolute Länge der t^oordinaten 
P ist dabei gleichgiltig , nur muss sie natürlich immer' so sein, dass 
unsere Annahme {die Vernachlässigung der durch r* dividirten 
Grössen) nicht verletzt wird. , 

Ausser den Koordinaten werden aus dem Dreiecksnetze auch 
die geographischen Lagen (Breite und Länge) der einzelnen Drei- 
eckspunkte beirechnet; auch diese Rechnung kommt, wenn man will, 
auf eine 'Anwendung der sphärischen Trigonometrie zurück, kann 
jedoch etwas schärfer durch Formeln geführt wenden , dören 5^^ 
Wicklung nicht hieher gehören kann. Selbst aber, wenn man die 
sphärische Trigonometrie anwenden will> muss man- eine Anzahl 
theoretischer Sätze zuvor nachweisön, deren blosse Anführung hier 
doch wohl zu viel Fremdes, nicht Erwiesenes einführen würde. Da 
ohnehin der Gregenstahd recht eigentlich dem Gebiete der höhern 
Geodä^e angehört, so müi^en wir dorthin verweisen. ^ 



IStebeiiter AbschnlM* : 

« 

Ueber den. Eiiifluss fehlerhafter Daten auf die doroh Bechnung 

daram erb|kltenesL Ordssen. 

^ ^ §. 29. 

Im neunten Abschnitt der ersten Abtheilung haben wir für ebene 
Dreiecke bereits den Einfluss von fehlerhaften Messungen auf die 
daraus durch Rechnung abgeleiteten Resultate untersucht; dasselbe 



^ Man yergleiciie : ,fünter&nchutigen übet Gegenstände der hohem Geodäsie^' 
von Gans 8, erste und zweite Abhandlting. Göttingen, 1844, 1847; sodann eine 
-wichtige Abhandlung Bessels in 'den ^ astronomischen Nachrichten^ yon Schu- 
macher 1826, die man auch inGrunerts „ebenen, sphärischen und sphäroidischen 
Trigonametrie" (Leipzig 1837) S. 293 ff. findet. 
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BoU nun hier für sphärisdie Dreiecke geschehen. Im Grande ist 
die hier und in dem so eben angefahrten Abschnitte^ der ersten Ab- 
theilung gelöste Aufgabe die, die (kleinen) Aenderungen zu be- 
stimmen, welche die Resultate erleiden, wenn die Daten (gegebenen 
Grössen) solche Aenderungen erleiden, und es können eben dess- 
halb die hier erhaltenen Formeln bei allen Aufgaben dieser Art 
angewendet werden. Der hier einzuhaltende Gang soll derselbe 
sein , wie im betreffenden Abschnitt der ersten Abtheiiung. Wir 
gehen hiebei von den Grundformeln (1) aus, nämlich: 

cos a == cos b cos c-f- sin b sine cos A, J. *^ - ^ 

cosb=2=co6acosc4~sinasinccQsB, > (a). 
cosc = cosacosb4"sinasinbcosG, ) 
au^ denen alle übrigen Formeln abgeleitet sind. Man zieht aus 
ihnen, indem man wie in §. 45 der ^rsten Abtheiiung verfahrt, also 
cos(a-f"^/a) = cosa — sina.arc^/a, 
sin (a-f--^a) = sina-^-cosa. arc^a, u. ». w. 
setzt, femer die Prodc^te arc^ • are^/c u. s. w. vernachlässigt : 
cosa — sinaarCi^a==cosb.eosc — cosbsincarc//c — 

cosc.sinbarc^-j-sinbsiat;cosA — sin b sine sin Aarc^A 
-j- cos b sin c cos A arc ^ -j- sin b cos c cos A arc ^c, 
cos b — sinb arc^ = cos a cos c — cos asincarc Jg — 

cosc sina arc ^a -(- sin a sine cos B — sina sine sinBarc^ 
-f- cos a sin c cos Barc^a-(-'iiina'<iosc cos Barche, . 
cos c — sine arc^c = cos a cos b — sinacosb arc-^/a.^— , 

cos a sin b arc ^ -j- sin a sin b cos G — sin a sin b sin C arc JG 
-j- öos a sin b cos C arc ^/a-f- sin a cos b cos C ajrcv^/b, 
d.^. wenn man die Gleichungen (a) beachtet, und, was hier ge- 
stattet ist, statt arc^a setzt ^a u. s.w., indem jaheiderseitig bloss 
Grössen dieser Art vorkommen: 
sina^a = cosb sinc^c -{* cosc sinb^lb -4~ sinb sine sin A//A — 

cos b sin c cos A//b — r sint) cos c cos A^c, 
sinb//b = cos a sin c^c + cos c sin a^ä -j- sin a sin c sinB^ — 

cos a sin c cos B^^^a — sin a cos c cos B^c, ^ 
sinc^c = sina eosb^/ä -f- cosasinb^ -j- s^^^^^sinb sinC^C — 

cosa sin b cos G^a — sinacosbcosG-j/b. 
Beachtet man die Gleichungen (4) in §. 5 und (3) in §. 4, so 
kann man diese Gleichungen auch schreiben: 
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sin a^a = sin a cos BJc -f- siu a cos CJh -{- sin a sin b sin C^A, 
sin b^ == sin b cos AJa 4* sin ^ cos G^a --1- sin b sin c sin A^fB, 
sin c^c :;= sin c cos AJh -f- sin c cos B^a -j- sin b sin c sin A^C, 
d. h. 4rfa.= cosB^c-4-cosC^4"ß"ibsinC-^A, J 

^ = cos A^c-f- cos C-^a4- sine sin A.^, > (26) 
^c == cos A^-j-cosB^a-j- sin a sinB-^C,* ) 
welche drei Formeln die nöthigen Beziehungen zwischen den sechs 
Grössen ^a, Jh^ ,.., JC feststellen. WoUte man andere Grand- 
formein als Ansgangspmikt wählen, so erhielte man Resultate, 
welche aus (26) sich sofort ableiten liess^en (erste Abth. §. 46). 
Wir haben nun die einzelnen Fälle besonders zu untersachea 

§.30. 

1) Es sind gegeben a, b^ e; gesucht A, B, C. Aus (26) folgt 

unmittelbar: ' _ . . ^ . 

.. Ja, — cosB-^c — QosQJb 

^ JA = 



JB = 



JC- 



sin b sin G ' 
^ -**- cos A^c — cos G^a 

— T' : r , 

smcsmA 
Je — cos AJb — cos B-^a 



sin ai&in B 

worin natürlich für A, B, G die nach §. 9 gefundenen Werthe zu 
setzen sind. Man sieht hieraus, dass, wenn a, b, c gar zu klein 
sind, die Berechnung von A, B, G nach §. 9 nicht anzurathen ist, 
da alsdann sin a, sin c u. s. w. sehr klein werden, also die Fehler ^A, 
JBj JC bedeutend ausfftllen können. Es kommt diess darauf 
hinaus, den Legendre 'sehen Satz anzuwenden, statt der Formeln 
des §. 9. 

2) Gegeben A, B, G; gesucht a, b, c (§. 10). 
Aus (26) hat man jetzt Jsk, Jhp Ja zu bestimmen. Man hat 
nun zunächst: 

z/a — cosB^c — cosG//b = sinbsinG-(yA, 1 
Jh — cos iL/c — cos Gii/a=: sine sin A//B, \ (a) 
Je — cosA//b — cosB^a = sinasinB^G. ) 
Man multiplizire die zweite dieser Gleichungen mit cos C und 
addire sie zujr ersten, so ist: 

* sinbsin A == sinasmB, wegen §. 4 (3). 
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Jd^ sin ' C — (cos B + cos A cos C) Jii 

.= sin b sin C-^A -f- sin c sin A cos C^/B, 
sin'C/^a; — sinAsinCcosb//c 

= sin b sin CJK + sin a sin C cos CJB (§§. 5 u. 4); 
sinC^a — sinAcosb-^c 

=:sinb-(yA + sinacosCJ!B. (b) . 

Eben so multiplizipe man die erste (a) mit cos A, die letzte piit 
cos C und subtrahire^ so ist :. 

(cosA4"CosBcosC)^/a — (cosAcosB + <5osC)-^c 

= sin b sin C cos AJK — sin a sin B cos C-^G, 
smBsinCcosa^a — sinAsinBcosc^c 

= sin c sin B cos A^A — sin a sin B cos CJQ (§ . 5, 4), 
sin C cos a^a — sin A cos c//c 

= sinccosA^A^— sinacosC-ii/C. (c) 
Aus (b) und (c) ergibt sich nun : - 
(sin A cosc — sin A cosb cos a)//c=(sinb cos a — sin c cos A)^A 

4" sinacos C cos a-^B + sin acos C-^C, 
^ sin A (cos c — cos a cos b) Jz = (sin b cos a — sin c cos A) J^ 

4- sin a cos a cos CJ& + sin a cos C//C, 
sin a sin b cos C sin A^c = )sin a cos b cos QJA. 

-f- sin a cos a cos C^/B -f- sin a cos GJG (§. 5, 3), 

sinbsinA//c==cosb]^A-f-cosaJB4"'^C, ^ 

d.h. man hat; 

i^C^cosä^tt-j-cosb-^A 

« smAsmb 

_ JB -f- cos a^C -|- cos c^A 

Jh = -T-' . ^ » ' — , 

sm C sm a " 

• ^A+cosc-^ + cosb:^C 

smBsinc 

Auch hier gilt, dieselbe Bemerkung "yne zu Nro. 1. 

3) Gegeben b, c, A; gesucht B, G, a (§; 11). 
Aus (26) sind jetzt ^a, ^/B, JQ zu bestimmen. Man hat zu 
dem Ende : * 

' ' -^a = cosC^ + cosB^c-l-sinbsinGz/A, 

cos G//a -|- sin c sin Ai^B =^Jh — cos A-^c, 
cos B-^a -{- sin a sin R^C = -^c — cos 'A-^b. 



r" 
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Au» den zwei letzten Gleichnngen folgt, wenn man obigen Werth 
von //a einführt : . 

sin c sin AJB = sin ' C^ — (cos A + cos B cos C) Je 

— sinbsinCcosC-^A, 

sin a sinB//C = sin^B^c — (cos A -f cos B cos C) Jh 

— sin b sin C cos B^A, 
d.h. (§.4,5): 

sin a sin C//B = sin ' C^ ^ — sin B sin C cos a^c 

— sinbsinCcosC^A, 

sin a sinB^i/C = sin ' B-^c — sin B sin C cos aJb 

— sine sin B cos B^A, 
mithin hat man : 

^/a'^^ cos C z/b -|- cos B-^c + sin b sin C-iA, 

^ sinC ,, . « , > sinbcosC .. 

JB = - — Jb — sinBcotffaij/c : JA, 

. . sm a sm a • 

,^ sinB . . n x^ vu wnccosB .. 

JC = ■—, — Je — sm C COtg MO : • JA. 

sma « sma 

Auch hier soll a nicht gar zu klein sein, oder, was auf dasselbe 

herauskommt, A nicht zu klein. 

4) Gegeben a, B, C ; gesucht A, b, c (§. 12), 

Jetzt sind Jh, Je, JA aus (26) zu bestimmen. Es ist : 

cos C//b + cos B-^c -f- sin b sin C^/A = ^, 

Jb — cos AJg =■ cos CJa -f- sin c sin AJB, 

Je — cos A^ = cos B^a -f- sin a sin BJC. . 

Aus den zwei letzten Gleichungen folgt zunächst : 

sin* A^c. = (cos A cos C + cos B) Ja^ + sm c sin A cos AJB 

-|-sinasinB//C, 

sin 'A^ = (cos C + cos A cos B) Jsl -{- sin c sin AJB 

-|-sinasinBcosA^O, ^ 

d.h. (§§.5,4): 

sin ' A^/c = sin A sin C cos bij/a -|- sin c sin A cos A^, 

4-sinbsinA-^C, 
sin ? AJb = sin*A sin B qos c-^a -f- sin c sin A-^ 

-f- sin b sin A cos AJC, 

. sinCcosb ^ , sine cos A ^ , sinb .^ 
Je = — :— j — ^aH r— T — JB^-, — 7^C, 

smA smA > smA 

j. sin B cos c , , i§in c __ , sin b cos A .^ 

^b= : — 7 — JdL-^r— — 7 JB-^ : — r — ^JL. 

smA 'smA smA 
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Setzt man die$e Werthe in die erste Gleichnng, so hat man: 

. . * ^ >* ^ r, sinBcosccosC sinGcosbcosB"! 

sinbsinC^A = ^al 1 7— r :— r 1 

L sinA smA -I 

F sinccosC . sin c cos A cos B" ] .p r sinbcosAcosC ^ 

L sinA ^ sinA J L sin A 

. sin b cos B T 

Aber (§.,6): 
sinA — sinB cos c cos C — sin C cosb yosB = sinA — sinB cos c 
' [~ c<>* A cos B 4" *"i -A. sin B cos c] — cos B [cos.c sin B cos A 

4-cosBsinAj=sii\A4'^<>^'^^i^^^^*^c^^^ — sinArsin'Bcos^c 
— cos A sin B cos B cos c — cos^ B sin A = 

sin'BsinA — sinAsin*Bcos*c = sinAsin*B8in*c, 

sin c cos C 4" <sii^ ^ <^B "^ <^o<s ^ = si^ ^ • '^"^ ^ ^^ S <^^s ^9 
sin b cos A (^os.C -|- Bin b cos B = sin b sin A sin C cos b, 

also 

8inbßinCi/A = sin^Bsin'c^a — sine sinB cos c.^ 

-^sinbsinCcosb-^C. ' • 

Daraus folgt endlich: 

^ sinBcosc^a + sincz/B + sinbcosAi^C 

Jo = ; — 7 , 

smA 

sin C cos b^a -j-tiin c cos AJB-{- sin hJG 

Je = r-T j 

smA 

JA = sin c sin B^a — cos c^B — cos b^C. (vgl. Nr 2.) 

5) Gegeben a, b, A; gesucht c^ B, C (§. 13), 
Für diesen Fall sind JB^ JC^ Je aus (26) zu entwickeln. 
Nun ist 

cos B^c = i/a — cos CJb — sin b sin CJA, 
cos AJo + sm c sin A-^B = //b — cos CJa,, 
Je — sinasinB^C = cosA^4"CosB-^a. 
Setzt man den Werth von Je, wie er aus der ersten Gleichung 
folgt» in die zwei andern» so ist 

• A xn ^fi I cosAcosCl > r rf I cosAT 

8mcsmAi#B = ^l 1-A -^ — I—Jb^I cosCH =r 1 

L cosB J L , cosBJ 

j^sinbsinCcosA • . 

cosB 



r 



EinfloM d«r BeobMliftaigtliBUer auf die BwuHitir 347 

sinasinB^C==^a| — ;; — cosB 1 — Jb\ cosAH =r 1 

smbßiuO .. 

— JA^ 

cosB 

d.li. (§.6): 

• A jn ßinAsinCcosb .. sioBsinCcQsa . 

sin c sin AJB =^ =; Jb =r Jsl 

cosB cosB 

' , sinbsinCcosA .. 

cosB 

\ -n Ar\ ßin'B . sinAsinBcosc ^ sinbsinC .. 

8ina«uiB^C=^ — =r^a =: Jb =7— ^A; 

cosB cosB cosB 

60 dass jetzt, wenn man die Gleichungen (3) beachtet: 

. ^a — cos C^ — sin b sin C-^A 
j^ = 1 

cosB 

^ = tg B cotg b^ — ' tg B cotg a^a + tg B cotg A^A, 

.^ tgB' sin A cos c _ sine ^. 

sma sin a cos B sin a cos B 

80 dass also B nicht nahe an 90® ausfallen darf, d. h. da 

. ,^ sinA . . 
suiB = -: — sinb, 
sma 

es darf nicht nahe 

sin a 7= sin b sin A 

seyn, 

6) Gegeben a, A, B; gesucht b, c, C (§. 14). 

Aus (26) hat man ^/b, J^y JC zu bestimmen. Es ist aber 
cos C-^b + cos B-^c = -^a — • sin b sin C-t^A, 
Jh — cos A^c= cos C-i/a + sine sin A-^B, 
Je — oosA//b — sinasinB^C = cosB-^a. 

Die zwei ersten Gleichungen geben: 
(cos B -|- cos A cos Cyjb = (cos A -|- cos B cos C) Ja, 

— sinb siaC cos A//A-}" siü a sinAcosB^B, 
(co6B + cosAcosC)-«j/c = ^asin'C — sinlbsinC-^A / 

— sine sin A cos G^9 
d.h. (§.6): 

sin A sin C cos hJb = sin B öin C cos slJsl — sin b sin Ccos A^/A 

+ 3in a sin C cos B-^, 
sin A sin G cos b^c = sin * G^a — * sin b sin CJA 

> — sin a sin G cos CJB. 
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oder 

- //b = tgbcotga/i/a— tgbcotgA^/A + tgbcotgBij/B, 

sinC . tgb' .. sinacosC ^ 

//e = -7--r r^a ^JA :— j r-JB. , 

sin A cos b smA smAcosb « 

Setzt man diese Werthe in die dritte Gleichung ein, so hat man: 

r sin C * - ~i 

sin a sin B//C = l^a I -: — r — ^— r — tgbcotgacosA — cosB 1 

LsmAcosb ^ ^ j 



sin A cos b 

4-^A| :^ + tgbcotgAcosA I 

, r sinacosC , "1 

+ //B| r—j r -** tg b cotg B cos A I. 

L smAcosb • J« 



Aber es ist 



sin C . .\ -- A T» sin C 

— tgbcotgacosA — cosB = -t 



sin A cos b sin A cos b 

sin b cos a cos A sin A. cos B sin A cos b 
sin A cos b sin a sin A cos b 

sin C cos A cos a sin B cos B sin A cos b 



(§. 4) 



sin A cos b " ' sin A cos b sin A cos b 

sinC — cos a sin B cos A — gosB[cosasinBcosC-}"COsBsinC] 

sin A cos b 
[§. 5, Formel (6)] 
sin C — cos a sin B cos A — cos a'sinB cos B cos C — cos *B sin C 



• • sinAcosb 
sin ^ B sin C — cos a sin B f cos A + cos B cos C] 



(§.4) 



sinAcosb 

sin^B sinC — cos^asin^BsinC sin *asin^BsinC 

sinAcosb mAcösb 

sin a . sin ^ Bsin c 

cosb ' 

^ , ^ . . tgb tgb r 2 A IT sin^Asinb. 

tgbcotgAcosA ~-7 =-^ Fcos'A— lj = ; — , ^ 

smA smA"- cosb 

sinacosC , . , ^ , sinacosC + sinbcotffBcosAsinA 

-:— j -r + tgbC0tgBC0sA= = — -—, — r ^r— 

SinAcosb ' ? ° SinAcosb 

^_ sin a cos G -f- sm a cos B cos A ^g. -v sina.sinAsinBcosc ^^ . 

- sinAcosb ^^' "^^ sinAcosb ^ 

sin a sin B cos c : 

cosb 
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Also ist hier: 

^ = tgbcotga^a — tgbcotgAz/A+tgbcotgB-^, 
siaC . sittb 



Jz = 



sin A cosb 



JdL — 



jr. sinBsinc . 
J{u= : — Ja, 



sin A cosb 
1 JA-'-^JB. 



.. sin a COS C _. 

JX r— 7 r-^l^» 

smAcosb 



cosb cosb cosb 

Also darf hier nicht b nahe an 90 ^ d. h. nicht nahe 

sinA = sinasinB • 

seyn. 

Sind einige der gemessenen (oder überhaupt bekannten) Grössen 
als fehlerfrei anzusehen, so ist in obigen Formeln der entsprechende 
Fehler =0 zu setzen. So z.B., wenn in einem Dreiecke A ein 
rechter Winkel, also sicher bekannt ist , hat man //A = u. s. tt. 
Es ist offenbar höchst einfach, die diesen Fällen entsprechenden 
Gleichungen ans den pbigen abzuleiten, wobei wir uns nicht auf- 
halten wollen. 

§31, 

Die in §. 30 abgeleiteten Formeln werden zunächst in derselben 
Weise anzuwenden seyn , wie diess mit den ähnlichen in §. 47 der 
ersten Abtheilung geschehen ist» worüber wir hier uns wöhl nicht 
weiter mehr zu verbreiten haben. Wir wollen dagegen einige Bei- 
spiele , die schon mehr dem Kreise der Anwendungen angehören, 
hier beifügen. 

Stelle S einen Stern vor, P den Nord- 
pol, 2i das Zenith des Beobachtungsortes, 
BZA also den Meridian, AB den Horizont, . 
so ist ZS^=90® — h die Zenithdistanz des 
Sterns, ZP='0O®— y die Zenithdistanz A 
des Nordpols, ZPS = s der Stundenwinkel, 
PZS = a das Azimuth, PS = 90*» — J die 
Ergänzung (zu 90^) der Sterndeklination , 
(vergl. §. 25). Man hat nun 

' 8inh = sinysinJ-|-<^^'*ycosrfcoss, 
sin^ = sin ijp sin h -|- cos o) cos h cos a. 

Es sollen nun folgende Fälle betrachte^ werden. 
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1) Seyen h, iJ, s bekannt, * nnd zwar sey i , als ans Tafeln ge- 
nommen, fehlerfrei; h, s aber können die fehler Jh, Js haben; es 
soll namentlich der Fehler Jg> der aus dem Dreiecke ZPS berech- 
neten geographischen Breite ermittelt werden. 

Hier treten die Formeln in Nro. 5 des §. 30 eiö. Dort ist nun 

a=90®— h,b^90^— J,A=s, c=9p®— ip,B = a;^a=— ^, 

^ = 0, JA = J»j Je == — J^, also: 

— Jh — cosffisina^s ^ Jh . ^ . ^ 

— Ja> = , Jw = h cos q> tg aJs. 

^ cos« ^ cos« 

Daraas folgt, dass bei unverändertem Jh-, Js der Fehler ^qo 
möglichst klein seyn wird, wenn « = oder 180^, d.h, wenn der 
Stern sich im Meridian befindet. Je kleiner überhaupt a ist, desto 
sicherer wird jp erhalten; für Sterne, die nahe am Pole sich befin- 
den, wird a nie bedeutend werden, ^aher für diesen Fall solche 
Sterne sich am besten eignen. 

2) Seyen h, 6, qt bekannt und zwar wieder S genau; es soll der 
Fehler in g) bestimmt werden. 

Dieselben Formeln werden abermals zu benützen seyn; nennt 
man den Winket PSZ (den parallaktischen Winkel) S, so ist : 
a==90*— *, b = 90^— h, A = a, (ri=90'— y, B==s, C = S, 
^a = 0, Jb = — Jh, JA == Ja, Je = — Jq), - 

also 

. cosS-^ — cosfipsins^o^ . cosS -.•.^ ^ . 

— Jq>=^ 2: Jcn=. ^4-coscptgs^a. 

^ coss coss ■ 

In der Regel wird Jh>Ja seyn, so daps y am besten erhalten 

- _ _ c ' 

wird, wenn nahe = ist, d. h. wenn S fast 90 • wird. Diess 

cos s 



* Wie man h ixac£ Beobachtong findet» ist klar. Was s anbelangt, so 
geben die astronomischen Tafeln die gerade An fsteigung des Sterns (Anmer- 
kung zu §. 25 YI.)* Geht eine Uhr nach Stemzeit , so zeigt sie Mittag, wenn der 
FrühlingSpnnkt durch den Meiridian geht; man weiss also ans der Ührzeit immer 
den Stnndenwinkel des Frühlingspunktes zu finden« nnd da man den Winkel kennt/ 
den der Deklinations- (Stunden-) Kreis des Sterns mit dem Deklinationskreis des 
Frühljngspunkts macht , so ergibt sich daraus ganz leicht der Stundenwinkel des 
Sterns im Augenblicke der Beobachtung , so dass aus der Ührzeit der Stnnden- 
winkel gefunden werden kann. Der F^er Jb rührt also ron der Beobachtung 
der ührzeit her, da die gerade Aufsteigung als genau bekannt anzusehen ist. 
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ist jedoch nnr fät Sterne rnSgUcb, für die ^ > 9» ist, da f&r S = 90* 

(§.8): 

» . . COS i 

coso = cosa)Sina, sina = 

^ cos y 

sein mnss , so dass cos <)< cos 9), J > y seyii wird. Ist S =^ 90^ 

so ist (§.8): 

cos s = tg (90* — S) cotg (90" — 9) = cptg i tg 9, 

«nd da d > 9), so ist tg J > tg g>y also cotg Stgg><^li mithin s mög*- 

lieh; Je mehr d sich g> nähert, desto mehr geht cotg Jtg 9) gegen 1» 

also s gegen 0, mithin auch tg s gegen 0. 

Daraus folgt, dass man f&r diesen Fall einen Stern wählen wird, 

dessen Deklination grösser als die gesuchte Polhöhe, doch nicht 

viel von ihr verschieden ist, und dass man ihn in dem durch die 

Gleichung > 

cos (S 
8ma = 

COS<|p 

(oder wenn S = 90") bestinmiten Azimuth beobachten wird. Als- 
dann befindet sich der Stern übrigens in seiner grössten Aus- 
weichung. 

3) Aus bekanntem 3, y>yh soll der Stundenwinkel s, also die 
Stemzeit bestimmt werden. 

In §.30 Nro. 1 ist a=90"— *, b=^90"— y, c = 90"— h, 

A = a, C = s; //ä = 0, -Ä = -'— v^y, Je = — './/h, JC := Js, also 

. — z/h-frcosa^y 
Js = • 

cos g> sm a 

Demnach wird der Stuhdenwinkel am sichersteti gefunden, wenn 

a = 90" (d. h. im ersten Vertikalkreis). 

4) Aus bekanntem 3, 9), h soll das Azimuth a berechnet werden. 
In denselben Formeln: a = 90"— *, b = 90"— y, = 90"— h, 

A = a, B==S, C = s; ^a=0, Jb=^ — i/y, ^c = — ^^, 
JA = Ja. also : 

cos S^ -4- c os sJq> 

Jcc = : 9 

cos4|psms< 

so dass S möglichst nahe an. 90", aber auch s nicht zu klein seyn soll. 

DafÜrS = 90"(§.8): 

cos h . , 

sin s = , smjs cos cd = cos h, 

cosy 
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so muss also h möglichst klein seyn. Man wird also Sterne wählen, 
die zwischen Pol und Zenith durch den Meridian gehen, für welche 
immer h < 90°, und sie in ihrer grössten Ausweichungbeobachten 
(S = 90°); 

5) Aus bekanntem 9), h, er soll äer Stundenwinkel s berechnet 
werden. 

Nach Nro-3 in §.30 ist b = 90^ — 9, c = 90°— h, A = a, 
a = 90*— *, B=:S, C=:s, Jh =—Jq>, //c = ~^, JA. = Jim 
JG = Jsy also 

— sin ^Jh. 4- sin s sin dJai — cos h cos SJa 

-^s= : • — j^ — '■ . 

cosd 

In der Regel wird J^ ::^ zu setzen seyn, und Jh überwiegen, 

so dass man am besten verfahren wird, wenn S = fr oder 180^ d. h. 

wenn der Stern im Meridian beobachtet wird. Dann ist übrigens 

auch s == oder 180°. S darf jedoch nicht nahe an 90° gehen, 

d. h. Sterne nahe am Pole sind hiezu nipht geeignet ; nimmt m^an 

Sterne , welche nahe am Zenith durch den Meridian gehen , so ist 

für sie h nahe = 90", also hat der Fehle» in a keinen bedeutenden 

Einfluss. 

6) Aus bekanntem s, if. ip soll a bestimmt werden. 

In den Formeln Nro. 3 des §. 30 ist b = 90"— J, c = 90°— y, 

A = s, B = a, C=S, a=:90° — h, Jh—-^Jd, ^c = — ^y, 

JA = Jsy JB = Ja, also . , 

j sinS .^ , . , , V cos ^ cos S . 

Ja = r/ro-f-smorteh-^o) — :; — J&. 

cosh ^ T cosh 

In der Regel ist JS = Jg> = 0, also bloss 

. cos S cos i , 

cosh 
Daraus folgt, dass a am besten erhalten wird, wenn man Sterne 
nahe am Pole wählt, für welche also J nahe an 90°; beobachtet man 
sie im Augenblicke der grössten. Ausweichung (S = 90°), so ist 
diess noch um so besser. Immer wird man sich jedoch hüten, 
h nahe an 90° zu wählen. 

§. 32. 

In §. 31 haben wir bereits an einigen Beispielen gezeigt, wie 
man vermittelst der Formeln des §. 30 bestijmmen kann, unter 
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welchen Umständen die Beobaditangen anzustellen sind, damit das 
möglichst genaue Resultat erhalten werde« Es ist von selbst ver- 
ständlich^ dass dieGränzen der Fehler der erhaltenen Werthe durch 
dieselben Formeln gegeben sind. Wir wollen nun noch einige Unter- 
suchungen dieser Art in Bezug auf die wichtigen Aufgaben des §.25 
anstellen. 

1) Zu I. in §.25. Wir wollen S als fehlerfrei ansehen, da- 
gegen h, h' als mit Fehlem Jh, JW behaftet betrachten, so dass q> 
und s die Fehler ^9>, Js haben, und t mit dem Fehler Jx behaftet 
ist. Da 

sin h == sin j sin <jp ~|- cos S cos 9 cos s, 
sin h' = sin d sin y -j- cos i cos y cos (s — t), 
so hat man also (erste Abth. §. 48): 

cosh^ = sin i cos q>J^ — cos ^ sin 9) cos ^Jtp 

— cos i cos 9) sin s^s, 
cos \i'Jhf = sin J cos q>Jip — cos i sin q> cos (s — %) Jif 
— cos i cos y sin (s — %) (i/s — Jx)y 
wenn man statt arc z/h, . . . ., sogleich ^ . . . . setzt. Was ofifenbar 
gestattet ist. Hieraus hat man Jif^ J& zu bestimmen. 

Tif.SL 




B A 




Bezeichnet man die zu den Stundenwinkeln s, s ^ r gehörigen 

Azimuthe PZS, PZS' (die leicht berechnet werden können) mit a, «', 

so ist (§. 6 Formeln 4) : 

cos 9) sin j — cos i sin q> cos s = cos h cos a, 

cos 9 sin j — cos i sin q> cos (s — 7) = cos h^ cos a\ 

mithin 

cos hJYk = cos h cos aJ^ — cos i cos 9 sin s^s, 
cos Yi'Jhf = cos h' co&a'Jg> — cos ^co« g> sin s'^s 
-f- cos ^ cos 9> sin s'^r, 

wenn s' = s — t. Daraus folgt : 

Dienfftr« •ph&xitdkt TiifOAOBttxi«. 23 



3^4 
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C08 h sin s'Jh — cos h^ sin sJh^ -f" cos S cos y sin s sm %'Jt 

^ cos h cos a sin s' — cos h' cos «' sin s .' 



Jb = 



cos h cos h' cos a'Jh — cos h cos h^ cos aJhf 
-f- CO« i cos y sin s^ cos h cos aJt 



cos i cos 9) [sin s' cos h cos a — sin s cos h' cos er'] ' 

Betrachten wir bloss Jif , da uns die Bestimmung von 9 am 

meisten interessirt, so ist (§. 4): 

cos J : sin « = cos h : sin s , cos rf r sin af = cos h' : sin s', 

sin« cos h . , sin a' cos h' 

gm 8 = — sm s' = 7 — ^, 

coso coso 

also 

cos li cos ll' 

cos h cos a sin s' — cos h' cos af sin s = — r — [sin a! cos a — 

cos 

, . T coshcosh' , '/ / V 
cos a' sm of I = ; — ^ sm (cd — a), 

■^ COS<J ^ ^ 



mithin 



sin ctl ^ sin a ^. ^ . sin a sin a' 



^ sm(«' — a) sm(a' — a) 6m(a' — a) ^ 

Daraus folgt offenbar, dass es gut seyn wird, von den zwei Azi- 
muthen a, a^ eines nahe an oder 180^ das andere nahe an 90® 
zu wählen, da alsdann sin(a' — ei) nahe an 1, und entweder sina 
oder sin a* nahe an gehen wird, also J<p ungefähr = Jh oder Jhf 
(im ungünstigsten Falle) seyn wird. Daher rührt die astronomische 
Vorschrift, die eine Beobachtung nahe am Meridian,, die andere'nahe 
am ersten Vertikalkreis zu machen. (Vergl. Sawitsch; Abriss 
der praktischen Astronomie u. s. w. II. S. 361.) 

Für J^ würde man haben : 
. cosa' - cpaa ^, , , sina'cosa . 

^S= , . ^ r Jll r-7-"; r Jh'-j— r-r: ^^^>• 

sm(a' — a)cosy sm(a' — ajcos^) sm(a' — «) 

welche Gleichung auf ein ähnliches Resultat führen würde (« = 90^ 
«' = oder 180®). 

2) Zu III. in §. 26. i als absolut genau angenommen , erhält 
man aus den aufgestellten Gleichungen unmittelbar: 
= cos h sin fpz/h -f- sin h cos gp^fp -^ sin h cos 9) cos o^ih 

— cos h sin y cos adg> — cos h cos 9 sin a Ja, 
= cos h' sin y Jh' -}" sin h' cos y z/y — sin h' cos ^ cos (a -f- a) M 
— cosh'siny cos (a+a) zfy --^cosh^cosy sin (a+a)(^+^a), 
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woraus z/y, da zu, ermitteln sind. Nach §. 5 ist aber 
cos h sin if — sin h cos y cos a = cos J cos S, 

sin h cos fp — cos h sin tf cos a = cos i cos i^, 
cos h' sin y — sin h' cos tf cos (« -j- a) = cos 8 cos S', 
sin h' cos ^ — cos h' sin ^^os (a -|- a) = cos J cos s', 
wo wieder S, S' die parallak tischen Winkel sind, die den beiden 
Beobachtungen entsprechen (PSZ, PS'Z). 

Also ist 
0= cos Ä cos S Jh -f- cos i cos s Jy — cos h cos tp sin aAu^ 
O=cos * cos S*Jh'+cos i cos s' Jg, — cos h' cos y sin (a+a) (Ja-^-Ja), 
oder da (§.4): 

cos'y sin a = cos Jsin S, cos y sin (a-f- a) = cos Ssiu S' : 
= cos S.A + cos fiJq> — cos hsin SJa (§. 29 Form. 26), 
= cos S'^' 4" cos B*Jg> — cos h' sin S^/Ja — cos V sin S' Ja. 
Hieraus folgt: 

cos b' sin S' cos S Jli -f- cos h sin S cos S' Jh' — 

. coshcosh^sinSsinS^i^a 

^ cosh^cosssinS^-r-coshcoss'sinS 

Aber 

coshsinS = cosy sins, cosh^sinS' = cos<|psins^ 
also 

cosh' cos s sin S' — cos h cos s' sin S = cosy (sin s' cos s — cos s' sin s) 

= cosysin(s' — s), 
also 

j sin s' cos S ^ , sin s cos S' ^, coscpsinssins'- . 

^ sm (s' — s) sm (s' — s) sm (s' — s) 

Die Differenz s' — s der zwei Stundenwinkel darf mithin nicht 
klein seyn, d. h. die Beobachtungen dürfen nicht rasch auf einander 
folgen; am besten wird man thun, die eine Beobachtung nahe am 
Meridian (s oder s' = oder ISO"), die andere 6 Stunden früher 
oder später (s oder s' = 90®) zu machen. 

3) Zu Y. in §. 25 S, S' als fehlerfrei angesehen, hat man : 
= cos h sin y z/h -f- sin h cos tpJg> — sin h cos y cos «z/h — 

cos h sin y cos iieJg> — cos h cos g) sin a Ja, 
= cosh8inyJh'-|-sinhcosyJy — sinhcosyxsosaJh' — 

.cos h sin y cos (a + a) /lg> — cos h cos y sin (a+a) (Ja-f-Ja), 
wenn man annimmt, dass Jh' der Fehler bei der zweiten Höhen- 
beobachtung sey. Diese Gleichungen sind auch (nach Nro. 2) : 

23» 
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= cos d cos SAh -|- cos S cos s^y — cos h cos (p sin ada, 
= cos <J' cos S' Jh' -|- cos rf' cos s' Jy — 
cos h cos (f sin (a + a) (Ja -j- Ja), 
oder da cos y sin a = cos 6 sin S, cos y sin (a + a) = cos rf' sin S' : 
= cos S Jh -[- cos sdg) — cos ii sin S Ja, 
= cos S' Jh' -f cos s' Jgp — cos h sin S' Ja — cos h sin S' Ja, 
woraus dasselbe Resultat wie in Nro. 2 folgt. 

4) Zu II. in §. 25. Man hat aus den dortigen Gleichungen: 
cos h Jh = cos (p sin SJ(p -}- sin tp cos dJS — sin y cos S cos s Jy_ 

— cos (p sin S cos s JJ — cos y cos d sin s Jsy» 

cos h' Jh' = cos (p sin dJg) + sin y cos Sd6 — sin (p cos S cos (s— t) Jy 

— cos <p sin 5 cos (s — t)Ji — 
cos y cos S sin (s — r) ( Js — Jr), 

cosh" Jh"=cos g> sin ^ Jy -f-^in y cos ^ Ji — sin 9) cos ä cos (s — ir') Jy 

— cos 5p sin <J coß (s — ir') Jrf — 
cos 9) cos Jsin (s — r') ( Js — Jy*). 

Da aber [§. 5, Formeln (4)] : 

cos 9^sin j — sin g> cos^cos s = cos h cos a, 
sin 9 cos i — cosgpsinicoss = coshcosS, 
wo a, S die firähere Bedeutung haben, so hat man : 

cos hJh = coshcosaJy-|-coshcosSJrf — cosycosÄsinsJs, 
cos h' Jh' = cos h' cos a'Jg) -\- cos h' cos S' JJ — 

cos q) cos S sin s' Js + cos <jp cos S sin s' Jr, 
cos h" Jh"=cos h" cos a'^^dip + cos h" cos S" Jrf — • 

cos (p cos S sin s" Js -|- cos g> 00s S sin s" Ji:', 
oder endlich, da (§. 4) sin s cos <) = sin a cos h :. 

Jh = cos aJqi -f" cos SydS — cos y sin a Js, * 
Jh' = cos a'dfp + cos S'JS • — cos q) sin a'Js + cos 9 sin a*Jt, 
Jh" = cos a**/l(p 4" cos S" J(J -^ cos 9 öin a" Js -|- cos y sin o^' Jr', 
woraus ^9), ^/J, ^^/s zu bestinamen sind, wobei wir uns jedoch auf 
das erste beschränken wollen. Man erhält: 

Jh (sin a' cos S" — sina" cosS')+ Jh' (sina"cosS — sin acosS") 
-f- Jh" (sin a cos S' — sin a' cos S) + sin a' cos ipJv (sin a cos S" 

^ — sin g" cos S) 4" cos y sin a"//r' (sin a' coa S — sin g cos S') 

^ cos g (sin a* cos S" — sin g" cos S') -j- cos g' (sin g" cos S — * 
. sin g cos S") -j- cos g" (sin g cos S' — sin g' cos S) 

* Wie aus den Fonneln (26) in 8. 29 unmittelbar folgt. 
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* . . . 

Was den Nenner anbelangt, so ist er auch = 

cos S (sin a" cos a' — cos a" sin «O+cos S' (sin a cos a" — cos a sinof") 
-f- cos S" (sin a' cos a — cos a' sin a) = cos S sin («'' — «') -f- 
cos S' sin (a — a") -|- cos S" sin («' — a). 
Daraus folgt, dass man die Beobachtungen nicht so anstellen 
darf, dass alle drei Azimathaldifferenzen a' — a, «" — «', «" — a 
klein ausfallen, überhaupt nicht so, dass der Nenner sehr klein wird. 
Die Winkel S, S', S" bleiben immer unter 90", wenn S<C<p; man 
wird also nicht nahe am Pole liegende Sterne wählen, da für die- 
selben ohnehin die Azimuthaidifferenzen gering sind, vielmehr solche, 
die nicht zwischen Zenith und Pol durch den Meridian gehen. Ist 
etwa a nahe an 0, «' = 90", a" = 180", so ist (für solche Sterne) 
S = 0, S" = und S' < 9G", also dann der Nenner = 2 , mithin 
bedeutend genug, so dass man die Beobachtungen der Art anordnen 
kann, dass die erste nahe am Meridian, die zweite im ersten Yerti- 
kalkreis, und die dritte wieder nahe am Meridian geschieht. Als- 
dann ist übrigens ungefähr 
sin a' cos S" — sin a" cos S' = 1, sin a" cos S — sin a cos S" = 0, 

sin a cos S' — sin a' cos S = — 1 , ♦ 

also nahezu 

was unsere obige Angabe rechtfertigt. 

Werden nicht alle drei Beobachtungen auf derselben Seite des 
Meridians gemacht, so werden einige der Azimuthe östlich, die an- 
dern westlich seyn; die Resultate aber bleiben« 

5) Zu IV. in §. 25. Man hat, wenn a-}"*==^'> a-j-a' = a": 
cos iJi=^ cos h sin 9)^ + sinh cos g)J(p — sinh cos y co&aJh — 

cos h sin 9) cos aJg> — cps h cos g> sin aJa^ 
cos 3JS =: cos h' sin (pJh* + sin h' cos (pJg> — sin h' cos y cos a'Jh' — 

cos h' sin g> cos a*Jg> — cos h' cos g> sin a' iJu -f- Ja,\ 
cos iJ8 = cos h" sin y^"-}- sin h^' cos g)J(p — sin h" cos y cos a^*Jh!' 
— cosh"sin9)jcosa"-^y— cosh''cos5p6ina"(-«/a-f--^aO. 
Da aber 

sin9)Cosh — cos<jpsinhcosa = cos^cosS, sinhcosijp — 
cos h sin <|p cos a=cos i cos s, . cos h sin ce=cos i sin s, 
so hat man auch ^ 

Ji z=z cos S^ -f- cos sJ<p — cos y sin ^Ja [§. 29 Form. (26)], 
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Ji z=z cos S'-^' 4" cos s'^/y — cos if sin s'^a — cos y sin s'^a, 

Ji z=z cos S"^" + cos 8"//y — cos g) sin s'^Jä — cos 9) sin s"-^/a', 

voraus ^y, ^ij, Ja zu bestimmen sind. . 

Durch Subtraktion erhält man hieraus : 

(cos s' — cos s) Jq> — cos y (sin s' — sin s) Ja = — cos S'Jhf -j- 

cos S^h -}- cos g> sin s'^a, 

(cos s" — cos s) Jg> — cos g> (sin s" — sin &)Ja^= — cos S"^"rj- 

cos S^/h -j- cos g> sin s"^a', 
d. h, 

— 2 sin j (s'+s) sin | (s' — s)^y — 2 cos 9) cos J (s'-f-s) sin J (s' — s)Ja 

= — cos S'-^' -f- cos S^ + cos 9p sin s'^a, 
— 2 sini(s"+s) sin ^ (s"— s)^y — 2 cos y cos J (s"+s) sin \ (ß'*s)Ja 
== — cos S"z/h" -|- cos S-^ + cos q) sin s"-^a'. 
Hieraus folgt : 
Jg>. [sin i (s' -f- s) cos { (s" + s) — sin J (s" + s) cos ^ (s' -|- s)] 
_ Jh' cos S^ cos i (,&" + s) ^'' <^os ^'' c^s I (s^ -f s) 
■" 2 sinj(s' — s) 2 sinj(s" — s) 

Jh cos S p cos ^ (s^^ + s) cos^(s^-f"s) 1 
~' 2 Lsint(s' — s) ""sinj(s"— s)J 

cos y sin s^ cos ^ (s^^ -}- s) ^ . cos y sin s*^ cos^(s^ 4" ^ i 

2sini(s'-s) "^""^ 2sinJ(s"— s) "^^ * 

Da aber 

sin i (s^+s) cos i (s"+s) - sin J (s"+s) cos i (s'4-s)=sin i(s'— s")> 

cos ^ (s^^ "f- s) cos ^ (s^ 4" s) 

sinj(s' — s) sint(s" — s) 

_ cos { (&'' + s) sin ^ (s^^ — s) — cosi(s'-}-s)sini(s' — s) 

sin ^ (s' — s) sin J (s" — s) 

_ |sins^^ — ^sins — ^sins^--j-^sins _^ . sins^^ — sins^ 

"~ sinj(s' — s)sinj(s" — s) "" 2 sin | (s' — s) sin J(s" — s) 

_ 2 cos I (s^^ + sQ sin j (&'' — sQ 

"" 2sini(s' — s)sini(s" — s) ' 
so ist 
. _ cos Ks^' + s) cos S^^h^ cos Ks^ + s) cos S^^^^^ 

*"" 2sinKs'— s)s1nKs"— s') 2sinKs" — s)sini(«" — sO 
. cos ^ (s^^ 4" sQ cos S^ . cos y sin s^ cos ^(s^^ -j" s) Jsl 
'^2sinf(s' — s)sinK8"— 8)"*"2sinf(s'— s)sini(s"— s') 

cos g> sin s^^ cos ^ (s^ 4" s) Ja,^ 

2sinJ(6"— s)sinj(s"— sO' 
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Hieraas folgt, dass man die Beobachtongen fio anordnen mass, 
dass die Stundenwinkel nicht za nahe an einaader liegen, d. h. also, 
dass man die Beobachtungen nicht schnell nach einander machen 
darf. Da es jetzt gut ist, wenn 8(8', S") nahe an 90* geht, so 
wird man 8teme nahe am Pol, oder doch solche, die zwischen Ze- 
nith und Pol darch den Meridian gehen, vorziehen. 

6) Zu YL in §. 25. Man hat hier, wenn i, S*^ S" als fehlerfrei 
angesehen werden : 

cos h^ = sin i cos ^J^ — cos i sin 9 cos s^9> — 

cos Jco8 9)sins^s, 
cos \\Jh = sin i' cos q>J(f — cos i* sin q> cos s'^y — 

cos i* cos y sin s'-^s — cos rf' cos tp -sin s'-^/f , 
cos hJh = sin J" cos g>Jq> — cos i" sin 9 cos &^*Jq> — 

m 

cos i" cos g> sin s"^s — cos i'- cos g> sin s"^^', 
d. h. da 

sin JCOS9) — cos^sinycoüs^coshcosä, cos^sinsx=sinacosh: 

Jh = cos aJq> — cos <|p sin aJs (§. 29), 

Jh = cos a^Jg> -r- cos y sin a'J& — cosy sin a'^r, 

^ =; cos a"^y — cos f sin a"^s — cos y sin a'^Jv*^ 

Dorch Subtraktion folgt hieraus : 

(cos a' — cos a) -^y — cos jp (sin a' — sin «) ^s = cos 9) sin a'^«, 

(cos«" — cosa)^jp — cosy>(sina" — sina)-</s = cosy sin«"-^ir', 

d.h. 

— 2 sin i («' + «) sin ^ («'—«) ^y — 2 cos y cos ^ («'+«) sta J («'—«) 

= cos 9) sin «'^r, 

— 2 sin i («"-f"«) 81^1 J («"—«) Jif^2 cos y cos ^ (a"+a) sin ^ («"—«) 

= cos<]psina"^ir'. 

Daraus folgt, wie in Nro. 5 : 

ji cos y sin flg' cos ^ («"•-{-«) . 

'^ "" 2 sin K«' — «) sin K«" — «0 
cos y sin a** cos ^ («* "|- o?) j^ 

~2sinJ(«" — a)sin$(a"— «0 * 
Daraus ergibt sich ganz unmittelbar, dass man die Beobach- 
tungen so anordnen muss, dass die Azimuthaldififerenzen a' — «, 
a" — «', «" — a nicht klein ausfallen, was man dadurch erreicht, 
dass man Sterne auswählt, welche dieselbe Höhe h in ziemlich von 
einander verschiedenen Azimufhen erreichen. Auf die Zwischenzeit 
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der Beobachtungen kommt es nicht an, man vnri sie also klein 
wählen dürfen. Lauter Sterne nahe am Pole sind nicht hiezu ge- 
eignet, da für sie die Azimuthaidifferenzen zu klein sind. 

7) Zu Vn. in §. 25. i, d', i** als fehlerfrei vorausgesetzt, 
hat man : 
= cos h sin y^/h -|- sin h cos q>J(p — sin h cos ip cos aJh — 

cos h sin y cos aJtp — cos h cos (f sin aJa^ 
= cos h sin tpJh. -}- sin h cos tpJip — sin h cos y cos afJh. — 

cos h sin ip cos a'J(p — cos h cos tp &ma*Ja — cos h cos y sin ee'^a, 
= cos h sin ifJh. -[- sin h cos q>J(p — sin h cos <p cos a*'Jh. — 

cos ip sin y cos af'Jip — cos h cos y sin a!*Ja — cos h cos y sin af'J^J^ 

d. h. da 

cos h sin y — sin h cos tp cos a = cos S cos S, 

sin h cos y — cos h sin y cos a = cos i cos s, 

cosh sina==sinscos j: 

= cos S-^ -f- cos sJy — sin s cos y>Ja (§. 29 Form. 26), 

= cos S'^ -f- cos ^'J(p — sin s' cos g>Ja — sin s' cos y^/a, 

= cos S"^ + cos B^^Jtp — sin s" cos q>Ja — sin s" cos y //a^ 

aus welchen Gleichungen ^/h, J(p^ Ja zu bestimmen sind. Man 

zieht daraus: 

sin s' (cos S sin s" — cos S" sin s) //a-f- sin s" (cos S' sin s 

. — cos S sin sQ Jj} 

^ "" ^ ' cos S sin (s"— sO + cos S' sin (s— s") -}-cos S" sin (s'— :s)' 

Wie in Nro. 4 schliesst man hieraus, dass die Differenzen s" — s', 
s" — s, s' — s nicht alle drei klein werden dürfen. Für s (nahe) = 
180", s' = 90", s" = wäre, wenn kein Stern zwischen Zenith und 
Pol durch den Meridian geht, S = 0, lS'< 90", S" = 0, also der 
Nenner = — 2; 

ßin s' (cos S sin s" -^ cos S" sin s) = 0, 
sin s" (cos S' sin s — cos S sin s') = 0, 
also Jip = , so dass man also die Beobachtungen so anzuordnen 
hat, dass die erste nahe am Meridian beim Stundenwinkel 180", die 
andern für den Stundenwinkel 90", die letzte wieder nahe am Me- 
ridian für den Stundenwinkel 0" gemacht wird. Dabei kann der 
erste Stern auch nahe am Pole liegen , da doch noch S = ist, 
wenn s = 180". 
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8) Zu ym. in §. 25. 3, 3* als genau vorausgesetzt » folgt aus 
den aufgestellten Gleichungen, ganz wie in Nro. l : , 

sina' ^ sin« _ , , sin« sin a' . 

^ sin(a' — a) sin(a' — a) sin(a' — a) 

Die daraus zu ziehenden Folgerungen sind dieselben wie unter 
Nro. 1. 

9) Zu IX. in §. 25. i und 3* als genau vorausgesetzt , erhält 
man wie Nro. 2 : 

. sin s' cos S - , sin s cos S' cos «p sin s sin s' . 

^ sin(s' — s) sin(s' — s) . sin(s' — s) 

woraus abermals dieselben Folgerungen sich ergeben. , 

10) Zu X in §. 25. Man hat, 3 als genau vorausgesetzt: 

sin 9) cos \ (s' "4- s) = cos y cos \ (s' — s) tg J, 
also 
cos5pcosi(s'-j-s)-^5P — siny sini(s'4's).K'^s' + ij/s)== — 
sin jp cos \ (s' — s) tg rf^y — cos y sin \ (s' — s) tg i ^ (^s' — -^s), 
^ Jif [cos y cos ^ (s' + s) + sin y cos \ (s' — s) tg J] 

= \J%* [sin 9) sin4(8' + s) — cos y sin^Cs' — s) tg ü\ 
-j- i^s [sin if sin^Cs' + s) + cos 9 sinj (s' — s) tg tJJ. 
Aber 

./, -^ ... -.,ii\ . co8a)tgJcos4(s' — s) 

cosKs'— ß)tgJ=tg9C0sKs'+s), 8m9)= — cosKs^ + s) — " 

also 
cos9)Cosi(s'+8) + sinycosJ(s' — s)tgi='COS9)CosJ(s'-j-s) 

COS tp cos if 

sin9)sin^(s'4~0 — cosy 8ini(s'— -s)tgÄ 

costttgicosifs' — s)sin4(s'+s) .4/. \. • 

= ^ cosKs'+s) -C08ysmK8--B)tgJ 

X .fcosKs' — s)sini(s'+s) — cosJ(s'+s)sinKs' — Ol 

= ^*>«'^*«*^— ^^^ Lks' + s) ^ 

coscjptgJsins 

cosi(s' + s)' 
eben so : 

• <// I \ I • «// NX * cosatgisins' 

8mysmKs^ + s) + cosysmKs'— 8)tg^= ^u^tx^\ > 
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80 dass 



cos^(s^-|-s) 'j ^ cosytgJsins . ^ cos y tg ^ sin s^ 

cosy ^ /^ cosJ(s'+s) cosi(s'+8) 



d.h. 



^«p = 4 — « , /^, , — r (sin s-^s' + sin s'^s). 
^ *cos'i(8' + s) ' ^ 



Die Fehler ^s^ J^ rühren von der Zeitbeobachtung her, beide 
werden gleiQhen Einfluss haben > wenn s = s'; alsdann ist af r= », 
also da a' + « = 180®, «' = « = 90*, d. h. die Beobachtungen ge- 
schehen im sogenannten ersten Yertikalkrefse. Alsdann ist 

COSS^y =:iC0S*y tgÄtgs(//s'-j-'^s) 

und die Beobachtungen werden y am schärfsten geben, wenn s nahe 
an 0® liegt, was der Fall ist, wenn der Stern nahe am Zenith durch 
den ersten Vertikalkreis geht. 

Allerdings würde J(f schon klein, wenn nur s und s' nahe an 
sind; da aber ds^nn nahe s = s^ so ist auch nahe cr = a^ d. h. 
a = a' = 90^ so dass man wieder auf den ersten Yertikalkreis 
kommt. Man wird also diesen letztern wählen und dann Sterne 
beobachten, die ihn nahe am Zenith durchschreiten. — Diess ist 
denn auch die astronomische Vorschrift (vergl. Sawitsch a. a. 0. 
I. S. 362). 

Anmerkung. Wir haben im Torstehenden jeweils nnr auf den Fehler in der 
Breite Rücksicht genommen , da wir gerade die Bestimmung derselben als unsere 
Hauptaufgabe angesehen. In ganz ähnlicher Weise konnte man natürlich die 
Fehler in den übrigen gesuchten Grössen beachten und Schlüsse auf die noth- 
wendige Anordnung der Beobachtungen daraus ziehen , was wir Jedoch dem Leser 
überlassen wollen. 



Verbeisernngen. 



Seite 14, Zeile 4 t. n., statt n lies in. 

^ 15. „ 12 \ V5 + V5 lies Vö+W. 

yt 2S, w 9 T. n. i^t zuzufügen : 
Sey a ein Winkel zwischen 0^ und l60^ b zwischen 1809 und 360^^ >o setze 
man b=180*»+b', aUob'<180^ und bat a+b = 180«+a-}-b'. wo a 
und b' kleiner als 180®. Demnach ($. 10) sin b = sin (180" +bO = — sin b', 
cos b = cos (180*^ -f- b') = — cos b' ; sin b' = — sin b , cos b' = — cos b ; ferner 
sin(a-}-b)=sin(180®+a + b')=— 8in(a+b')= — sin a cos b' — cosasinb', 
indem diese Formel gilt, wenn a und b' unter 180®. Also sin (a-f- b)=: — sin a 
( — cos b) — cos a ( — sin b) = sin a cos b -f" cos a sin b. Eben so cos (a -f- b) = — 
cos (a -j- b') = — cos a cos b' + sin a sin b' = cos a cos b — s in a sin b. 

Seite 24, Zeile 6 v. u., statt V 1 -- «in* A, lies \/T^m*A, 
^ 37, „ 8„„ „ Bog n" lies Bogn;; 

r r 

r, 39, „ 13t.o., , eO'MieseO. 

„ 49, „ 5 u. 6 T. u., soll das ( — ) der Z. 5 in Z. 6 zu stehen kommen. 

„ 72, „ 15y.o., statt 1090 Ues 1090*. 

„ 82, „ 12 „ „ „41 lies 42. 

„ 126, „ 21 „ „ „ a» lies a». 

„ 133, „ 13 „ „ „ d lies p. 

„141, „16„„ , 1 — e* sin» f> lies 1 — ie* sin* f>. 

„ 142, „ 4 „ „ n cos a lies cos 2 a. 

„J58, „ 7t. u. r, 2 S sin B lies 2 S sin F. 

m' 172, „ 2 n „ „ arc JC, lies arc M, 

„ 175, „ 5 „.„ „ dieses Ites diesen. 

n 177, „ 4„„ „ b cos B lies b cos A. 

ft 188, „ 8 t. 0. „ sin a lies sin a. 

„188, „11„„ „ ü+ß-^yliesa + ß+y. 

„ 191, „ 2 t. u. „ arc Jfn lies arc z/n sin y. 

„ 191, „ 10 ist auch cos (m -[" x) sin (y — m) — sin (x 4" y) _ cos (y — m) 

sin m sin (m 4~ x) sin (x -|- y "" sin m sin (x+y)' 
„ 191, „ 2 T. n. ist auch cos (n-f"y) sin (x — n) — sin (x-|-y) cos (x — n) 

sin n sin (n + y) sin (x -|- y) ~" sin n sin (x-|-y)* 

193, „ It. c, statt a — ß lies a — ß, 

196, „ 5 „ „ soll das — des Nenners Tor den Bruch. 

202, „ 19 „ „ statt Tierten lies dritten. 

206, „ 10 „ „ „ X lies Xj. 

217, „ 17t.u. „ A=:BliesA=B; 

221, n 6 „ „ „ 7» lies y\ 

232, „ 19t.o. „ C^90«auchc^90«lies: C = 90®, auchc=90». 

233, „ 12t. u. „ B =900, c=90« lies: B = 90o,c = 90». 
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Seite 237, Zeile 6 y. q. statt sos lies cos. 
„ 238, „ 14 „ „ „ tga lies tgo. 
« 242, „ 10 ▼.0. „ 3)A<90»lie8 3) A>90». 

n 251, n 8y. U. n 80 lieS SO oft. 

n 256, n 12 T. 0. n diesd ües diesen. 

„ 283, « 10 „ n wftre etwa Doch beizafögen , dass die Bewegung der Sonne 
etwas Ter8chie4en ist toh der des Himwelsgew^bes « so dass sie etwas mehr 
Zeit braucht, um ihren täglichen Umlauf zu Tollenden, lUs letzteres, wie in §. 24, 
Kr. 1 und 5 angegeben wird. 
Seite 304, Zeile 2 t. o. statt <a) lies (a) betrifil. 

„ sin ii — 6) lies sin (t — h). 
„ 1850 lies 1830. 



306, 
318, 


fi 


11 T. 

13« 


u. 


335, 


n 


4. 


n 


336, 


n 


4„ 


»» 



gehört der Punkt nach cos a weg. 



Dimok der J. B. Mets 1er 'lohea Buchdraekerei la Sta«r«rt. 



